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ПЕРЕДМОВА

Iдея написання цiєї монографiї виникла у перших двох авторiв

доволi давно. Однак сама книга в тому виглядi, котрий вона має

зараз, з’явилася до певної мiри випадково. Навеснi 1994 року

вийшов з друку препринт з однойменною назвою [97] як ре-

зультат роботи семiнару "Дискретно-неперервнi крайовi задачi"

при кафедрi вищої математики Львiвської полiтехнiки. У ньо-

му переважно в декларативнiй формi була викладена концепцiя

квазiпохiдних та побудована загальна теорiя скалярних i век-

торних квазiдиференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами-мiрами i

правими частинами — узагальненими похiдними вищих поряд-

кiв вiд функцiй локально обмеженої варiацiї. Викладена теорiя

стала основою подальших наукових дослiджень в цьому напря-

мi [17–20, 58–61, 64–68, 70, 71, 89–97, 99–113, 165, 166], ре-

зультати яких доповiдалися на численних наукових конференцi-

ях, та була покладена в основу лекцiй, котрi у виглядi спецiаль-

них курсiв читалися авторами впродовж останнiх десяти рокiв

в Нацiональному унiверситетi "Львiвська полiтехнiка", Прикар-

патському нацiональному унiверситетi iменi Василя Стефаника,

Львiвському державному унiверситетi безпеки життєдiяльностi,

Унiверситетi Казимира Великого (Польща), Люблiнськiй Полiте-

хнiцi (Польща).

Невеликий тираж (100 примiрн.) згаданого препринту швидко

розiйшовся i за якийсь час це видання стало бiблiографiчною

рiдкiстю. Вiдтак виникла нагальна потреба опублiкувати його

розширений варiант. Однак з огляду на причини об’єктивного
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i суб’єктивного характеру така публiкацiя затримувалась. Водно-

час за тi 17 рокiв, що промайнули з часу опублiкування пре-

принту, викладена в ньому теорiя збагатилась новими важливими

результатами, котрi гармонiйно доповнюють попереднi дослiдже-

ння, з огляду на що не включити їх в цю монографiю було б

недоречним.

Основну частину монографiї складають результати, отриманi

авторами безпосередньо чи у спiвавторствi. З решти результа-

тiв наведенi (часом без строгих математичних доведень, але з

вказанням джерел, де їх можна знайти) лише тi результати, ко-

трi мають безпосереднє вiдношення до питань, що розглядаються

в цiй монографiї. Це стосується насамперед параграфа, присвя-

ченого мiрам Стiльтьєса i функцiям обмеженої варiацiї, що їх

породжують, а також нерiвностi Гронуолла—Беллмана та її уза-

гальненням.

Монографiя складається зi вступу i п’яти роздiлiв. У вступi

читач матиме першу нагоду познайомитись з основним об’єк-

том монографiчного дослiдження — квазiдиференцiальним рiв-

нянням (КДР). Сподiваємось також, що завдяки зробленому там

короткому огляду робiт, присвячених теорiї КДР (починаючи вiд

рiвнянь з непрервними та сумовними за Лебегом коефiцiєнтами i

закiнчуючи рiвняннями з розподiлами у коефiцiєнтах) читач ма-

тиме змогу краще зорiєнтуватись в сучасних питаннях цiєї теорiї.

Вiдразу вiдзначимо, що з широкого спектру лiтератури ми зосе-

редили увагу лише на тих роботах, котрi тiсно дотикаються або

iдейно близькi до тематики цiєї монографiї.

У першому роздiлi дається означення некласичного iнтеграла

Рiмана–Стiльтьєса i вивчаються його властивостi (умова стрибка,



8 Передмова

теорема про пiдстановку, формула Дiрiхле i формула iнтегрува-

ння частинами), на основi яких дослiджуються лiнiйнi матри-

чнi iнтегральнi рiвняння та вiдповiднi системи диференцiальних

рiвнянь з мiрами. Важливою проблемою, що виникає при дослi-

дженнi останнiх є той факт, що простiр узагальнених функцiй

не є алгеброю — у ньому не можна визначити множення, яке

б успадкувало основнi властивостi множення неперервних фун-

кцiй. Саме тому в окремому параграфi (див. § 6) обговорюється

питання про добуток мiри на функцiю обмеженої варiацiї i з’я-

совуються умови, за яких такий добуток є коректним в узагаль-

неному сенсi. Безпосереднiм наслiдком такого обговорення є по-

будова спецiального допустимого класу функцiй, в якому iснує

єдиний розв’язок початкової задачi для диференцiальної системи

з мiрами, котрий зображається у формi Кошi за допомогою фун-

даментальної матрицi i справджує певнi умови стрибка в точках

розривiв коефiцiєнтiв системи.

Другий роздiл присвячений розвитковi концепцiї квазiпохiдних

та побудовi лiнiйної (елементарної) теорiї КДР з коефiцiєнтами-

мiрами i правими частинами — узагальненими похiдними вищих

порядкiв вiд функцiй локально обмеженої варiацiї. Тут, зокрема:

шляхом накладання певних умов на коефiцiєнти рiвняння ви-

дiлений широкий клас коректних узагальнених КДР, при дослi-

дженнi яких не виникає проблема множення функцiоналiв, та

вказана процедура зведення таких рiвнянь до диференцiальних

систем з мiрами;

введене поняття розв’язку вихiдного i спряженого до нього

КДР та вказаний спосiб визначення їх квазiпохiдних, котрi воло-

дiють властивiстю взаємообумовленостi в тому сенсi, що в разi,
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коли квазiпохiднi одного з рiвнянь визначенi, то квазiпохiднi iн-

шого рiвняння визначаються однозначно;

для однорiдних взаємно спряжених КДР з коефiцiєнтами-

мiрами сформульованi в термiнах вiдповiдних квазiпохiдних i до-

веденi теореми iснування та єдиностi розв’язкiв початкових за-

дач, а також вказана характеристика їх (розв’язкiв) гладкостi;

введене поняття квазiвронскiана розв’язкiв вихiдного i спряже-

ного рiвнянь, для кожного з рiвнянь отриманий аналог формули

Лiувiлля-Остроградського-Якобi, введене поняття фундаменталь-

ної системи розв’язкiв i з’ясована структура загального розв’язку;

встановлений максимальний порядок узагальненої похiдної вiд

функцiї локально обмеженої варiацiї у правiй частинi неоднорi-

дного КДР, при якому рiвняння залишається коректним навiть за

умови, що точки сингулярностей коефiцiєнтiв рiвняння i правої

частини спiвпадають.

Одним з центральних результатiв другого роздiлу є структура

фундаментальної матрицi, що вiдповiдає КДР з коефiцiєнтами-

мiрами. Як з’ясувалося, її вдається побудувати за допомогою ли-

ше однiєї "функцiї Кошi" та її мiшаних квазiпохiдних в сенсi

вихiдного i спряженого рiвнянь. Це дозволило встановити тiсний

зв’язок мiж розв’язками цих рiвнянь, а також отримати зображе-

ння функцiї Кошi та її мiшаних квазiпохiдних через фундамен-

тальну систему розв’язкiв. Вiдзначимо, мiж iншим, що позаяк

для звичайних диференцiальних рiвнянь (так само, як i для ква-

зiдиференцiальних) має мiсце той факт, що їх квазiпохiднi в сенсi

вихiдного i спряженого рiвнянь, взагалi кажучи, не збiгаються,

то структура фундаментальної матрицi досi не була вiдома навiть

для диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.
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Елементи лiнiйної теорiї узагальнених КДР у просторi вектор-

функцiй читач знайде в третьому роздiлi монографiї.

У четвертому роздiлi вивчаються узагальненi диференцiаль-

нi системи з кусково-неперервними коефiцiєнтами i δ -особли-

востями та тiсно пов’язанi з ними два спецiальнi класи узагаль-

нених КДР — так званi, виродженi i частково виродженi рiв-

няння. Специфiчна структура коефiцiєнтiв останнiх дозволяє не

тiльки явно знаходити вигляд вiдповiдної матрицi Кошi, але й

конструктивно зображати розв’язки цих рiвнянь у виглядi сплай-

нiв. Практичний iнтерес до таких рiвнянь викликаний, зокрема,

їх застосуванням при наближеному розв’язуваннi КДР загально-

го вигляду.

Наближеним методам розв’язування узагальнених КДР та ди-

ференцiальних систем з мiрами якраз i присвячено заключний

п’ятий роздiл монографiї. Спершу для КДР з узагальненими ко-

ефiцiєнтами вводиться поняття i запропонована процедура по-

будови точних рекурентних спiввiдношень, котрi є аналогами то-

чних рiзницевих схем [115,117] для звичайних диференцiальних

рiвнянь. Далi з використанням одного спецiального узагальнен-

ня нерiвностi Гронуолла–Беллмана встановленi умови, за яких

наближений розв’язок диференцiальної системи з мiрами можна

отримати апроксимацiєю функцiй, що породжують цi мiри. Наре-

штi, на прикладi узагальненого КДР довiльного порядку розгля-

нутi такi два практично важливi способи апроксимацiї коефiцiєн-

тiв, як L -апроксимацiя (лiнеаризацiя) i D -апроксимацiя (дискре-

тизацiя), котрi при вiдносно незначнiй обчислювальнiй трудомiс-

ткостi дозволяють отримувати результати з потрiбною точнiстю.
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Усi роздiли монографiї автори старались викласти достатньо

детально, з повними доведеннями i зауваженнями, iлюстратив-

ними, контрольними i модельними прикладами (зокрема, теоре-

тичний матерiал останнiх двох роздiлiв постiйно iлюструється

прикладами) так, щоб змiст монографiї був зрозумiлий не лише

спецiалiстам, але й аспiрантам i студентам старших курсiв, якi

вже займаються чи лише цiкавляться (квазi)диференцiальними

рiвняннями, а також механiкам та iнженерам, котрi на практицi

мають справу з подiбними задачами.

Слiд вiдзначити, що викладена в цiй монографiї загальна

теорiя узагальнених КДР лягла в основу теорiї дискретно-

неперервних самоспряжених i несамоспряжених крайових за-

дач [18–20, 58–61, 64–68, 70, 71, 102, 103, 106–108, 111, 112,

165, 166] та створення наближених методiв їх розв’язування

[17,90,99,100,109]. Цим проблемам ми сподiваємося найближ-

чим часом присвятити окремi монографiї.

Вважаємо своїм приємним обов’язком висловити щиру подяку

академiку НАН України Анатолiю Михайловичу Самойленку i

член-кореспонденту НАН Бiлорусi Якову Валентиновичу Радино

за незмiнну пiдтримку цього наукового напрямку.

Львiв, лютий 2011 р. Автори

http://www.imath.kiev.ua/people/profile.php?pid=16&tab=1&lang=ua
http://www.mmf.bsu.by/Default.aspx?tabid=480


ВСТУП

А major task of mathematics to-day is to

harmonize the continuous and the discrete, to

include them in one comprehensive mathemati-

cs, and to eliminate obscurity from both.

Головним завданням математики наших днiв

є досягнення гармонiї мiж континуальним i

дискретним, включення їх в одне математи-

чне цiле i виключення з них всього незро-

зумiлого.

E.T. Bell, Men of Mathematics, I

Penguin Books, London, 1953.

Дослiдження рiзноманiтних фiзичних процесiв, котрi врахову-

ють природну єднiсть дискретного (зосередженi величини) i непе-

рервного (розподiленi величини), приводять до необхiдностi ство-

рення адекватних математичних моделей. Багато з них описую-

ться диференцiальними рiвняннями, що мiстять доданки вигляду(
p(x)y(m)

)(n)
[22,42,47,76]. За умови недостатньої гладкостi ко-

ефiцiєнта p(x) такi рiвняння вже не можна звести (за допомогою

операцiї n -кратного диференцiювання) до звичайних диференцi-

альних. Щоб пiдкреслити цей важливий факт, у науковiй лiтера-

турi їх називають квазiдиференцiальними рiвняннями (КДР).

Вперше термiн "квазiдиференцiальне рiвняння" зустрiчається

в роботах Д. Шина [124–126]. Власне, йому й належить iдея

введення квазiпохiдних (хоча сам термiн "квазiпохiдна" вiн не
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вживає), яка дозволяє вiдмовитись вiд вимог гладкостi коефiцi-

єнтiв чи звести їх до мiнiмуму. У своїх роботах [127,128] автор

розглядав доволi загальнi КДР вигляду

f [n] − lf = 0, Im l 6= 0, a < x < b, (0.1)

де

f [0] = P00f, f [k] = iPkk

d

dx
f [k−1]+

k−1∑

ν=0

Pkνf
[ν], k = 1, n, i =

√
−1,

i спряженi до них

g{n} − lg = 0, Im l 6= 0, a < x < b, (0.2)

де

g{0} = Q00g, g{k} = iQkk

d

dx
g{k−1} +

k−1∑

ν=0

Qkνg
{ν}, k = 1, n,

Qkν = Pn−ν,n−kP
−1
n−ν,n−νPn−k,n−k, ν 6 k, k, ν = 0, n,

за умов, що комплекснозначнi функцiї Pkν(x), ν6k, k, ν=0, n,

визначенi i вимiрнi на (a, b) , а функцiї P−1
kk (x), k=0, n, та

Pkν(x) , ν < k , k = 1, n, ν = 0, n−1, квадратично сумов-

нi (за Лебегом1)) на кожному скiнченному замкненому промiж-

ку [α, β] ⊂ (a, b) . При цьому функцiї f(x) i g(x) вважаються

розв’язками рiвнянь (0.1) i (0.2) вiдповiдно, якщо вирази f [k](x) i

g{k}(x) , k = 0, n−1, є абсолютно неперервними i задовольняють

рiвностi (0.1) i (0.2) майже всюди на (a, b) .

В роботi [127] для рiвнянь (0.1) i (0.2) доведено теореми про

iснування i єдинiсть розв’язкiв початкових задач i встановлено

зв’язок мiж їх розв’язками. Показано також, що диференцiальнi
1) ЛЕБЕГ Анрi Леон (LEBESGUE Henri Leon, 1875–1941) — французький мате-

матик, професор Паризького унiверситету, член Паризької АН (1922), iноземний
чл.-кор. АН СРСР (1929).
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вирази f [n] i g{n} є самоспряженими (за Лагранжем2)), якщо i

тiльки якщо функцiї Pkν(x), ν 6 k, k, ν = 0, n, майже всюди на

(a, b) задовольняють рiвностi

Pn−ν,n−kP
−1
n−ν,n−νPn−k,n−k = Pkν, ν 6 k,

k = 0, n−[n/2], ν = 0, [n/2].

Зрозумiло, що за таких умов Qkν = Pkν, ν 6 k, k, ν = 0, n,

i f [k] = g{k} . Узагальнюючи вiдомi результати Г. Вейля3) [183] i

В. Вiндау [186] про кiлькiсть розв’язкiв, сумовних з квадратом,

для диференцiальних рiвнянь другого i четвертого порядкiв на

КДР вигляду (0.1), Д. Шин отримав такi результати:

(A) кiлькiсть m лiнiйно незалежних розв’зкiв рiвняння (0.1),

що належать до L2(0,∞) , при n = 2k i Imλ 6= 0 , задовольняє

нерiвнiсть m > k .

(B) має мiсце альтернатива: або m = k , або m = n .

Згодом I.М. Глазман [23] показав, що результат (В) як у

В. Вiндау, так i у Д. Шина є дещо помилковим i що насправ-

дi m задовольняє нерiвнiсть k 6 m 6 n .

В роботi [128] дається застосування теорiї необмежених си-

метричних операторiв до КДР (0.1) та (0.2) подiбно до того, як

2) ЛАГРАНЖ Жозеф Луї (LAGRANGE Joseph Louis, 1736–1813) — французький
математик i механiк, професор Артилерiйської школи в Туринi, Нормальної i По-
лiтехнiчної шкiл в Парижi, член Берлiнської АН (1759), Паризької АН (1772),
iноземний член Петербурзької АН (1776).

3) ВЕЙЛЬ Герман (WEYL Hermann, 1885–1955) — нiмецький математик i
фiзик, учень Д. Гiльберта, професор Цюрiхського технологiчного iнституту,
Ґьоттiнгенського унiверситету, Принстонського iнституту перспективних дослi-
джень, член Нацiональної АН США, нагороджений Мiжнародною премiєю iм.
М. I. Лобачевського (1927).
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це ранiше зробив М. Стоун4) [178] для рiвнянь другого порядку.

Принагiдно вiдзначимо, що сингулярнi КДР є не лише однiєю з

основних областей застосування цiєї теорiї, але й одним iз дже-

рел її виникнення i розвитку. Так, дослiдження Вейля вперше до-

зволило виявити характернi риси майбутньої теорiї необмежених

симетричних операторiв. Пiсля створення цiєї теорiї результати

Вейля були протлумаченi з бiльш загальної точки зору Стоуном.

Як вiдомо, вихiдним пунктом теорiї Вейля є альтернатива: ви-

падок "граничного круга" (Grenzkreisfall) — випадок "граничної

точки" (Grenzpunktfall). Аналогiчна альтернатива була виявлена

при вивченнi проблеми моментiв на осi в роботах Н. I. Ахiєзера5)

i М. Г. Крейна6) [4,6]. З погляду ж теорiї операторiв в гiльберто-

вому просторi обидвi цi альтернативи мають спiльну природу.

Iдеї Шина виявились достатньо плiдними i згодом були розви-

ненi в рiзних аспектах у працях М. Г. Крейна [50,51], Н. I. Ахi-

єзера i I.М. Глазмана [5,24], М.А. Наймарка [72], C.А. Орло-

ва [77–79], А.В. Штрауса [129–132], В. I. Когана, Ф.С. Рофе-

Бекетова i А.М. Холькiна [44,45,82] та iнших авторiв.

4) СТОУН Маршалл Гарвi (STONE Marshall Harvey, 1903–1989) — американ-
ський математик, професор Колумбiйського, Гарвардського, Єльського, Чикаг-
ського i Массачусетського унiверситетiв, член Нацiональної АН США (1938),
президент Американського математичного товариства (1943, 1944).

5) АХIЄЗЕР Наум Iллiч (1901–1980) — український математик, працював в
навчальних закладах i науково-дослiдних iнститутах в Києвi, Нiжинi, Харко-
вi, Алма-Атi, Москвi, професор Харкiвського унiверситету, чл.-кор. АН УРСР
(1934), голова Харкiвського математичного товариства (з 1947), лауреат премiї
iм. П. Л. Чебишева АН СРСР (1949), нагороджений медаллю Л. Ейлера АН
СРСР (1957).

6) КРЕЙН Марк Григорович (1907–1989) — український математик, працював
в навчальних закладах i науково-дослiдних iнститутах в Донецьку, Одесi, Куй-
бишевi, Харковi, Києвi, професор Одеського iнженерно-будiвельного iнституту,
член-кор. АН УРСР (1939), член Харкiвського, Московського i Американського
математичних товариств, лауреат премiї iм. М.М. Крилова.
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Так, окремi роздiли фундаментальних робiт [5,50,72] присвя-

ченi самоспряженому квазiдиференцiальному виразу парного по-

рядку

l(y) =
n∑

k=0

(−1)k
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)

(0.3)

i вiдповiдному КДР

l(y) = f(x) (0.4)

з вимiрними на iнтервалi (a, b) i локально сумовними на цьому

iнтервалi (тобто сумовними на кожному його компактному пiд-

iнтервалi) коефiцiєнтами p−1
0 (x), p1(x), . . . , pn(x) i правою части-

ною f(x) . Для виразу (0.3) вводяться квазiпохiднi

y[k] =
dky

dxk
, k = 0, n−1; y[n] = p0(x)

dny

dxn
;

y[n+k] = pk(x)
dn−ky

dxn−k
− d

dx
y[n+k−1], k = 1, n−1

i ставиться початкова задача

y[k](x0) = ck, k = 0, 2n−1, (0.5)

що має єдиний розв’язок у класi абсолютно неперервних функцiй

разом зi своїми похiдними до (2n−1) -го порядку включно. До-

ведення цього факту (який залишається правильним також для

рiвнянь l(y) − λy = f(x) з довiльним комплексним параметром

λ ) грунтується на зведеннi задачi (0.4), (0.5) за допомогою ве-

ктора Y =
(
y, y[1], . . . , y[2n−1]

)⊤
до вигляду

Y ′ = A(x) Y + f(x), (0.6)

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I,

з вимiрними та локально сумовними на iнтервалi (a, b) функ-

цiональними матрицею A(x) i вектором f(x) , та подальшим
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застосуванням методу послiдовних наближень Пiкара.7) Крiм

того, в роботах побудовано теорiю самоспряжених розширень

симетричних операторiв, що породженi самоспряженим квазi-

диференцiальним виразом (0.3), та проведено спектральний ана-

лiз таких операторiв.

Вiдзначимо, що теорiя операторiв вiдiграє важливу роль в су-

часнiй математицi i фiзицi. Спектральний аналiз диференцiаль-

них операторiв, тобто дослiдження спектра i розвинення заданої

функцiї за власними функцiями диференцiального оператора, є

основним математичним апаратом при розв’язуваннi задач теорiї

коливань, квантової механiки, атомної фiзики, акустики, фiзики

твердого тiла, механiки рiдин. При цьому особливо важливим є

дослiдження сингулярних диференцiальних операторiв, н-д, опе-

раторiв, заданих на нескiнченному iнтервалi. Такi оператори мо-

жуть мати не лише дискретний, але й неперервний спектр, вна-

слiдок чого розвинення за їх власними функцiями зображається

у виглядi iнтегралу Стiльтьєса8) (по спектральнiй функцiї розпо-

дiлу оператора).

Питання, пов’язанi з конструкцiєю резольвент i спектральних

функцiй, а також зi з’ясуванням кратностi спектру самоспря-

жених квазiдиференцiальних операторiв парного порядку, вивча-

лись в роботах [78,79,129–132].

7) ПIКАР Шарль Емiль (PICARD Charles Émile, 1856–1941) — французький
математик, професор Сорбонни i Вищої нормальної школи в Парижi, член Па-
ризької АН (1889), iноземний чл.-кор. Петербурзької АН (1895), член Лондон-
ського королiвського товариства (1909), Французької АН (1924), почесний член
АН СРСР (1925).

8) СТIЛЬТЬЄС Томас Йоаннес (STIELTJES Thomas Joannes, 1856–1894) — гол-
ландський математик, працiвник Лейденської обсерваторiї, професор унiверси-
тету в Тулузi, чл.-кор. Петербурзької АН (1894).
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Для диференцiальних рiвнянь l(y) = λy довiльного парного

чи непарного порядку m з неперервними операторними коефiцi-

єнтами загальний вигляд самоспряжених крайових задач на скiн-

ченному промiжку [0, b] отримано у статтi [82]. Застосований в

нiй метод грунтується на поняттi ермiтового бiнарного вiдноше-

ння, що введене у довiльному гiльбертовому просторi. Виявля-

ється, що задання такого вiдношення еквiвалентне визначенню

певних крайових умов, що описують самоспряженi розширення

для операцiї l(y) . Операцiї, що розглядались у цитованiй роботi,

задаються виразом

l(y) =
n∑

k=1

(−1)k
{(
pn−k(x)y

(k)
)(k)−

− i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k−1)

+
(
qn−k(x)y

(k−1)
)(k)]

}
+ pn(x)y

у випадку парного m та виразом

l(y) =
n∑

k=0

(−1)k
{
i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k+1)

+
(
qn−k(x)y

(k+1)
)(k)]

+

+
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)
}
,

коли m непарне. До того ж вiдзначено, що умови неперервностi

коефiцiєнтiв можна послабити, якщо розглядати l(y) як квазi-

диференцiальну операцiю. Власне, так вона розумiється у роботi

Ф. Волкера [182], де скалярнi коефiцiєнти припускаються сумов-

ними, а операцiя непарного порядку визначається виразом

l(y) = (−1)n
{
i
[
q0(x)

(
q0(x)y

(n)
)′](n)

+
(
p0(x)y

(n)
)n
}

+
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+
n−1∑

k=0

(−1)k
{
i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k+1)

+
(
qn−k(x)y

(k+1)
)(k)]

+

+
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)
}
.

Шляхом застосування теорiї систем першого порядку в моно-

графiї [3] отриманi двостороннi оцiнки для розмiрностi N(λ)

лiнiйного многовиду розв’язкiв з L2

(
[0,∞];ω(x)dx

)
рiвняння

l(y) = λω(x)y з локально сумовною на iнтервалi (a, b) ваговою

функцiєю ω(x) > 0 майже всюди на (a, b) , а також встанов-

лено, що, якщо при деякому значеннi комплексного параметра

λ усi розв’язки цього рiвняння належать до L2

(
[0,∞];ω(x)dx

)
,

то цей факт має мiсце для всiх λ . Подiбнi питання для рiвнянь

з матричними коефiцiєнтами рiзними методами дослiджувались

в [14,45], а для рiвнянь з комплексними коефiцiєнтами — в [44].

Монографiя [172] присвячена, насамперед, дослiдженню зв’яз-

кiв мiж спектральними i осциляцiйними властивостями нескiн-

ченних систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, якi

можуть бути представленi у формi диференцiального рiвняння

з операторнозначними (обмеженими) коефiцiєнтами. На додачу

автори розглядають також багато питань (наприклад, побудова

фундаментальної системи розв’язкiв операторного диференцiаль-

ного рiвняння з крайовими умовами на безмежностi, опис само-

спряжених розширень для нескiнченних систем диференцiальних

рiвнянь на скiнченному чи нескiнченному iнтервалi з використа-

нням вже згадуваного методу бiнарних вiдношень, тощо), котрi

не тiльки вiдiграють ключову роль при висвiтленнi головної про-

блематики книги, але й становлять самостiйний iнтерес.
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Серед робiт зарубiжних математикiв з теорiї квазiдиференцi-

альних операторiв, окрiм цитованої роботи [182], вiдзначимо та-

кож працi К. Кодаiри9) [157], Й. Вайдмана [184,185], А. Зеттла,

В. Еверiтта, Л. Маркуса [138–144,187].

Так, в [138] можна знайти огляд ряду результатiв стосовно

проблеми iндексiв дефекта операторiв, починаючи з фундамен-

тальної роботи Вейля за 1910 р. i до 1976 р. включно. У стат-

тi [184] в гiльбертовому просторi L2
r(a, b) функцiй, iнтегровних з

квадратом на iнтервалi (a, b) вiдносно ваги r(x) , вивчається спе-

ктральна теорiя операторiв, породжених диференцiальними вира-

зами вигляду

l(y) =
1

r(x)

{
− d

dx
p(x)

dy

dx
+ q(x)y

}

з вимiрними на (a, b) i локально сумовними на цьому iнтервалi

коефiцiєнтами p−1(x) , q(x) i r(x) , причому p(x) > 0 i r(x) > 0

майже всюди на (a, b) . В роботi [185] цi дослiдження розвине-

нi на випадок формально самоспряжених квазiдиференцiальних

виразiв довiльного порядку

l(y) =
1

r(x)

{ [n2 ]∑

j=0

(−1)j
(
pj(x)y

(j)
)(j)

+

+

[n−12 ]∑

j=0

(−1)j
[(
qj(x)y

(j)
)(j+1)−

(
q∗j (x)y

(j+1)
)(j)]

}

з вимiрними на (a, b) матричними коефiцiєнтами r(x) , pj(x) i

9) КОДАIРА Кунiхiко (KODAIRA Kunihiko, 1950 Р.Н.) — японський математик,
професор Токiйського, Гарвардського i Стенфордського унiверситетiв, професор
Принстонського iнституту перспективних дослiджень, член Нацiональної АН
США (1978), лауреат золотої медалi i премiї Дж. Фiлдса (1954).
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qj(x) такими, що r(x) додатно визначена для майже всiх

x ∈ (a, b) матриця, pj(x) — ермiтовi матрицi. Крiм того, у ви-

падку парного n=2k припускається, що матриця pk(x) є регу-

лярною для всiх x∈ (a, b) , а функцiї |p−1
k | , |pk−1 − q∗k−1p

−1
k qk−1| ,

|p−1
k qk−1| , |pj|, j = 0, k−2 , |qj|, j = 0, k−2 , |r| — локально

сумовними на (a, b) ; у випадку ж непарного n=2k+1 вимагає-

ться, щоб матриця qk(x) була абсолютно неперервною на (a, b) ,

q̂k(x) = qk(x)− q∗k(x) — регулярною для всiх x ∈ (a, b) , а |q̂−1
k | ,

|q̂−1
k qk−1| , |q̂−1

k (pk+q
′
k)| , |pj(x)|, j = 0, k−1 , |qj(x)|, j = 0, k−1 ,

|r(x)| — локально сумовними на (a, b) .

Для m = 1 подiбний клас квазiдиференцiальних виразiв вив-

чався у роботах [139,143,187], де

l(y) =
(
y[n−1]

)′ −
n∑

i=1

fni(x)y
[i−1],

причому y[0] = y, y[i] = f−1
i,i+1(x)

[(
y[i−1]

)′−
n∑

j=1
fij(x)y

[j−1]
]
, а функцiї

fij(x) визначенi i локально сумовнi на iнтервалi (a, b) , fij(x) = 0

майже всюди на (a, b) при 2 6 i+1 < j , а fi,i+1(x) 6= 0 при

1 6 i 6 n−1 . Деякi додатковi зауваження стосовно лiнiйних КДР

зробленi в [142]. Квазiдиференцiальнi вирази, що мiстять лише

члени парного порядку
(
pj(x)y

(j)
)(j)

вивчались в [157]. Питання

факторизацiї (розкладу на множники) квазiдиференцiальних опе-

раторiв розглянуто в [141]. У статтi [144] дослiдженi диферен-

цiальнi вектор-оператори, породженi злiченним числом квазiди-

ференцiальних виразiв на дiйснiй осi. Вивченню крайових задач

для звичайних диференцiальних i квазiдиференцiальних опера-

торiв присвячено роботу [140].
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В роботах В.Я. Дерра [34–36] дослiджуються подiбнi до (0.1)

КДР вигляду

qnPx ≡ pnn(t)
d

dt
qn−1
P x +

n−1∑

k=0

pnk(t)q
k
Px = f(t), (0.7)

де

q0Px = p00(t)x, qkPx = pkk(t)
d

dt
qk−1
P x +

k−1∑

ν=0

pkν(t)q
ν
Px, k = 1, n,

P = {pik}, pik = 0, k > i,

з дiйснозначними коефiцiєнтами pik(t), k6 i, i локально су-

мовними на iнтервалi (a, b) функцiями p−1
ii (t), pik(t)p

−1
ii (t),

f(t)p−1
nn(t). На випадок таких рiвнянь переносяться основнi факти

теорiї неосциляцiї, вводиться поняття узагальненої задачi Валле-

Пуссена10), розв’язок якої шукається в класi функцiй з кусково

абсолютно неперервними квазiпохiдними. В [37] розв’язок зви-

чайного диференцiального рiвняння з узагальненими функцiями

в коефiцiєнтах визначається як розв’язок вiдповiдного КДР.

Вiдзначимо також, що суттєвi результати в теорiї КДР на гра-

фах отриманi Ю.В. Покорним та його учнями. Повне уявлення

про їх досягнення i актуальнi питання в цьому напрямку можна

отримати з монографiї [38].

Позаяк ми зачепили вже КДР з узагальненими функцiями11)

в коефiцiєнтах, то буде доречним згадати також про роботи зi

10) ВАЛЛЕ-ПУССЕН Шарль Жан де Ла (DE LA VALLEE-POUSSIN Charles Jean,
1866–1962) — бельгiйський математик, професор Лувенського унiверситету,
член Бельгiйської АН (1909).

11) Локально iнтегровнi функцiї i δ-функцiї описують розподiли (щiльностi)
мас, зарядiв, сил i т. i., тому узагальненi функцiї називають ще розподiлами
(Л. Шварц, 1950).
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звичайних диференцiальних рiвнянь з узагальненими коефiцiєн-

тами. Як вiдомо, крайовi задачi для таких рiвнянь успiшно вивча-

ються математиками i механiками вiддавна. До введення понят-

тя δ-функцiї точковi сингулярностi з’являлись в задачах у формi

специфiчних умов спряження для розв’язку i його похiдних у то-

чках, котрi з погляду сучасної теорiї належать до сингулярних

носiїв коефiцiєнтiв рiвняння. Такi дослiдження здебiльше мали

частковий характер, бо стосувались рiвнянь конкретного вигляду.

Рiвняння, коефiцiєнти яких мiстять iмпульснi особливостi типу

δ-функцiї та її похiдних, описують процеси у фiзичних системах

з дискретно-неперервним розподiлом параметрiв — стрижнi, пла-

стини, оболонки iз зосередженими в точках, на лiнiях, окремих

поверхнях масами i моментами iнерцiї, несучими пластами ну-

льової товщини тощо.

Суттєвий поштовх для розвитку ця тематика отримала завдя-

ки фундаментальним роботам М. Г. Крейна та I. С. Каца (див.

додаток II монографiї [3] i бiблiографiю там) стосовно диферен-

цiальних рiвнянь другого порядку, що моделюють вiльнi колива-

ння струни, маса якої допускає окрiм неперервного, ще й точко-

вий розподiл. З математичної точки зору дослiдження пов’язанi з

узагальненим диференцiальним виразом

lMQ(y) = − d

dM(x)

[
y+(x)−

x+0∫

c+0

y(s)dQ(s)

]
, (0.8)

де M(x) — неспадна на деякому скiнченному чи нескiнченно-

му iнтервалi функцiя, Q(x) — рiзниця двох неспадних функ-

цiй, y+(x) — правостороння похiдна функцiї y(x) . У випадку,
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коли M(x) та Q(x) абсолютно неперервнi i майже всюди на iн-

тервалi M ′(x) = ρ(x) , Q′(x) = q(x) , диференцiальне рiвняння

lMQ(y)− λy = 0 рiвносильне рiвнянню

−y′′ + q(x)y − λρ(x)y = 0.

Диференцiальний вираз (0.8) для Q(x) = const вивчався

В. Феллером12) [146–148]. Його робота [146] цiкава тим,

що в нiй дається внутрiшнє аксiоматичне визначення операцiї

− d

dM(x)
y+(x) . Завдяки Феллеру такi диференцiальнi операцiї

почали застосовуватись в теорiї марковських процесiв. Однак,

автор визначав операцiю так, що вона втрачала сенс за наявностi

у функцiї M(x) iнтервалiв постiйностi. Внаслiдок цього його

результати виявились недостатньо загальними, бо не охоплювали

важливий випадок дискретних марковських процесiв таких, як

наприклад, процеси розмноження i загибелi [43] (їх дослiдження

приводить до диференцiальної операцiї, пов’язаної зi стiльтьєсiв-

ською струною [3, §13]).

Зi спектральною теорiєю неоднорiдної навантаженої струни тi-

сно пов’язана (див. [75]) ще одна спектральна теорiя — теорiя

операторiв Шредiнґера13) з сингулярними (а саме, зосередженими

12) ФЕЛЛЕР Вiльям (FELLER William, 1906–1970) — американський математик,
працював в Стокгольмi консультантом з математичних методiв в статистицi, еко-
номiцi i бiологiї, професор Корнеллського i Принстонського унiверситетiв, член
Нацiональної АН США (1960), редактор журналу "Mathematical Reviews"(1939–
1945).

13) ШРЕДIНҐЕР (ШРЬОДIНҐЕР) Ервiн (SCHRÖDINGER Erwin, 1887–1961) — ав-
стрiйський фiзик-теоретик i математик, один iз засновникiв квантової механiки,
працював у Вищих технiчних школах в Штутгартi, Бреслау, Цюрiху, профе-
сор Вiденського, Єнського, Берлiнського, Оксфордського i Грацького унiверси-
тетiв, директор Iнституту вищих дослiджень в Дублiнi, почесний член АН СРСР
(1934), лауреат Нобелiвської премiї (1933).
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на дискретнiй множинi точок X = {x1, x2, . . . , xn} ) потенцiалами

LX,α = − d2

dx2
+

n∑

k=1

αkδ(x−xk), LX,β = − d2

dx2
+

n∑

k=1

βkδ
′(x−xk),

де α = (α1, α2, . . . , αn) та β = (β1, β2, . . . , βn) — iнтенсивно-

стi точкових взаємодiй14). Такi оператори є точно розв’язуваними

(в тому сенсi, що їх резольвенти будуються явно, вiдтак вдає-

ться обчислити спектри i характеристики розсiяння) математи-

чними моделями квантово-механiчних систем [134,180]. Iсторiю

дослiдження одновимiрних операторiв Шредiнґера з точковими

взаємодiями можна знайти в монографiях [134,135], якi мiстять

також достатньо повну бiблiографiю з цiєї тематики. Пiзнiшим

дослiдженням в цьому напрямку присвяченi роботи [26–29,74,

149,151,152,156,158,167–169,173–175,188–190].

В останнi роки iнтенсивно зростає кiлькiсть публiкацiй (як

теоретичного, так i прикладного характеру) з теорiї диференцi-

альних рiвнянь i систем рiвнянь з розподiлами у коефiцiєнтах,

що свiдчить про актуальнiсть постановок задач, якi поєднують

континуальнiсть з дискретнiстю. Багато задач математичної фi-

зики, електротехнiки, теорiї автоматичного керування, квантової

механiки, атомної фiзики приводять до необхiдностi створення

достатньо розвиненої теорiї таких рiвнянь. Iнтерес до диференцi-

альних рiвнянь з узагальненими коефiцiєнтами пояснюється ще

й тим, що в рамках цiєї теорiї видається можливим з єдиної то-

чки зору дослiджувати як звичайнi диференцiальнi рiвняння, так

i диференцiальнi рiвняння з особливостями iмпульсного типу та

14) В точних моделях квантової механiки стосовно похiдної δ′ розрiзня-
ють два фiзичнi феномени: δ′ -взаємодiя i точкова дипольна взаємодiя ( δ′ -
потенцiал) [179].
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рiзницевi рiвняння. В монографiї О.Ф. Фiлiппова [119] зроблено

огляд робiт вiтчизняних i зарубiжних авторiв, де дослiджуються

рiзнi класи диференцiальних рiвнянь з узагальненими функцi-

ями, що входять у рiвняння у виглядi доданкiв, в тому числi

диференцiальнi рiвняння з iмпульсами, лiнiйнi (i найпростiшi не-

лiнiйнi) рiвняння з узагальненими функцiями в правiй частинi,

лiнiйнi системи, що не розв’язанi вiдносно похiдних i володi-

ють розривними розв’язками, розглядаються також диференцi-

альнi рiвняння, що мiстять узагальненi функцiї в коефiцiєнтах.

Вказано деякi класи рiвнянь i систем, якi за допомогою замiни

змiнних зводяться до систем Каратеодорi15), що дозволяє довести

iснування i дослiдити властивостi розв’язкiв. Розглядаються рiзнi

граничнi переходи вiд диференцiальних рiвнянь з неперервними

правими частинами до рiвнянь з узагальненими функцiями. В

монографiї наводиться численна бiблiографiя, що дає повне уяв-

лення про стан дослiджень (зрозумiло на момент опублiкування

монографiї) в цьому напрямку. Що стосується дослiджень iз за-

гальної i спектральної теорiй узагальнених КДР, якi з’явились

впродовж двох-трьох останнiх десятилiть, звернемо увагу на ро-

боти [17–19,30,31,58,61,67,68,70,71,89,90,92,95,97,99,100,

102–110,113,165,166].

Ще одним важливим напрямом в планi узагальнень звичай-

них диференцiальних рiвнянь є дослiдження динамiчних систем

з розривними траєкторiями або, як їх ще називають, диференцi-

альних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Такi задачi виникли на зорi

нелiнiйної механiки i зацiкавили фiзикiв можливiстю адекватно

15) КАРАТЕОДОРI Констянтин (CARATHEODORY Constantin, 1873–1950) — нi-
мецький математик, професор Ганноверського, Ґьоттiнгенського, Берлiнського,
Мюнхенського i Афiнського (ректор з 1939) унiверситетiв.
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описувати процеси у нелiнiйних коливальних системах. Система

рiвнянь з iмпульсною дiєю описується

а) системою диференцiальних рiвнянь, що характеризує ево-

люцiю розглядуваного процесу

dx

dt
= f(t, x), x ∈M ⊂ R

n, t ∈ R; (0.9)

б) деякою множиною Ft розширеного фазового просто-

ру M×R ;

в) оператором At , що визначений на множинi Ft i вiдображає

її на множину F̃t = AtFt розширеного фазового простору.

У компактнiшiй формi це виглядає так:

dx

dt
= f(t, x), (t, x) /∈ Ft, ∆x

∣∣
(t,x)∈Ft

= Atx− x. (0.10)

Пiд розв’язком задачi (0.10) розумiється функцiя x = ϕ(t) , яка

(у звичайному сенсi) задовольняє систему рiвнянь (0.9)) поза

множиною Ft i має розриви першого роду у тих точках t , для

яких (t, x) ∈ Ft . Величина стрибка розв’язку обчислюється за

формулою

∆x = ϕ(t+0)− ϕ(t−0) = Atϕ(t−0)− ϕ(t−0).

За останнi 30 рокiв з’явилась велика кiлькiсть робiт iз до-

слiдження диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у рiз-

них математичних школах як у нашiй країнi, так i за її межа-

ми [40,85,122,145,170]. Однак, найбiльш систематичнi й гли-

бокi дослiдження було здiйснено київською школою нелiнiйної

механiки, представники якої успiшно розвивають такi напрямки,

як загальнi питання, теорiя стiйкостi i теорiя керування, крайовi

i багатоточковi задачi, методи чисельно-аналiтичного й асимпто-

тичного iнтегрування тощо [7,8,80,83–85,87,88,133].
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Вiдомо [98], що будь-яке лiнiйне КДР за допомогою введе-

ння квазiпохiдних вдається звести до лiнiйної диференцiальної

системи першого порядку вигляду

Y ′ = C ′(x) Y + F ′(x). (0.11)

Якщо C(x) i F (x) абсолютно неперервнi [3], то система (0.11)

еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0) (0.12)

з iнтегралом Лебега. Така ситуацiя має мiсце для квазiдиферен-

цiальних рiвнянь iз сумовними коефiцiєнтами; при цьому (0.11)

є системою типу Каратеодорi i допускає запис у виглядi (0.6).

Еквiвалентнiсть зберiгається й тодi, коли C(x) абсолютно непе-

рервна, а F (x) має обмежену варiацiю [122] або, коли C(x) i

F (x) неперервнi функцiї обмеженої варiацiї [160]. При цьому

диференцiювання i рiвнiсть в (0.11) розумiються в сенсi теорiї

узагальнених функцiй i, крiм того, в останньому з цих випад-

кiв у рiвняннi (0.12) фiгуруватиме класичний iнтеграл Рiмана–

Стiльтьєса16).

Усе це не узагальнюється безпосередньо на випадок, коли

C(x) є розривною функцiєю обмеженої варiацiї, навiть за умови

F (x) ≡ 0 . У цьому випадку розриви матрицi-функцiї C(x) обо-

в’язково породжують розриви розв’язку Y (x) i до того ж в одних

i тих самих точках. Тому iнтеграл Стiльтьєса у рiвняннi (0.12)

може не iснувати (див. [73, c. 214]). Теорiя узагальнених функ-

цiй тут також не допомагає, бо, наприклад, добуток δ-функцiї

16) РIМАН Ґеорґ Фрiдрiх Бернхард (RIEMANN Georg Friedrich Bernhard, 1826–
1866) — нiмецький математик, професор Ґьоттiнгенського унiверситету.
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Дiрака17) на її невизначений iнтеграл (функцiю Гевiсайда18)) не

iснує (див. §6). В результатi не визначений також добуток матри-

чної мiри Стiльтьєса [122, c. 160] C ′(x) на функцiю обмеженої

варiацiї.

Однак, якщо для функцiй обмеженої варiацiї розрiзняти зна-

чення Y (x), Y (x−0), Y (x+0) i окремо розглядати лiвий

Y (x)−Y (x−0) та правий Y (x+0)−Y (x) стрибки, то вдається

визначити iнтеграл у рiвняннi (0.12), коли C(x) та Y (x) є роз-

ривними функцiями обмеженої варiацiї. При рiзних припущен-

нях (наприклад, коли Y (x) = Y (x−0) або Y (x) = Y (x+0) чи

Y (x) = [Y (x−0) + Y (x+0)]/2 тощо) отримуються рiзнi умови

iснування розв’язку рiвняння (0.12) i вiдповiдно системи (0.11),

вiдрiзняються й самi розв’язки. У книгах [40, 119] вiдзначено,

що вiдомi означення розв’язку системи (0.11) у такiй ситуацiї

реалiзуються в рамках трьох основних пiдходiв.

Перший пiдхiд пов’язаний зi спробами формалiзацiї цiєї сис-

теми в рамках теорiї розподiлiв i зводиться до проблеми множе-

ння узагальнених функцiй на розривнi. Спочатку на основi се-

квенцiального пiдходу [2] вводиться означення добутку мiри на

функцiю обмеженої варiацiї, а потiм вiдповiдним чином дається

означення розв’язку системи (0.11) [40, 136, 160, 161]. Вельми

17) ДIРАК Поль Адрiєн Морiс (DIRAC Paul Adrien Maurice, 1902–1984) —
англiйський фiзик-теоретик, один iз засновникiв квантової механiки, профе-
сор Кембрiджського унiверситету, член Лондонського королiвського товариства
(1930), iноземний член АН СРСР (1931), лауреат Нобелiвської премiї (1933).

18) ГЕВIСАЙД Олiвер (HEAVISIDE Oliver, 1850–1925) — англiйський фiзик та
iнженер, член Лондонського королiвського товариства (1891).



30 Вступ

цiкавими є також роботи [1,39,81,137,162], в яких дослiджу-

ються

диференцiальнi рiвняння у просторах "нових"19) узагальнених

функцiй.

Другий пiдхiд започаткований у роботi Я. Курцвейля [159] i

передбачає формальний перехiд до iнтегрального рiвняння (0.12),

в якому iнтеграл розумiється у сенсi Перрона–Стiльтьєса20),

Лебега–Стiльтьєса чи як некласичний iнтеграл Рiмана–Стiль-

тьєса [9, 154, 171, 176, 177]. При такому пiдходi, зрозумiло,

стрибки розв’язку залежатимуть вiд значень функцiї C(x) у то-

чках розриву.

Третiй пiдхiд базується на iдеї апроксимацiї елементiв мат-

рицi C(x) послiдовностями гладких функцiй [56], [40, с. 148].

При цьому розв’язок системи (0.11), що визначається границею

своїх гладких наближень, збiгається з розв’язком iнтегрального

рiвняння (0.12).

Для iлюстрацiї описаних вище пiдходiв розглянемо початкову

задачу

y′ =
1

2
δ(x)y, y(−1) = y0, (0.13)

де δ(x) — функцiя Дiрака (див. c. 47). На пiдставi результатiв

роботи [40] розв’язок задачi (0.13) має вигляд

y(x) = y0 exp

{
1

2
H+(x)

}
, (0.14)

19) Новi узагальненi функцiї, як i розподiли, визначаються як границi по-
слiдовностей гладких функцiй, однак принципова вiдмiннiсть їх вiд розподiлiв
полягає в тому, що при цьому "запам’ятовується" сам спосiб апроксимацiї.

20) ПЕРРОН Оскар (PERRON Oscar, 1880–1975?) — нiмецький математик, про-
фесор Мюнхенського i Гейдельберзького унiверситетiв.
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де H+(x) — функцiя Гевiсайда неперервна злiва (розривна спра-

ва) в точцi x = 0 : H+(x) =




1, x > 0;

0, x 6 0.

Розв’язком цiєї ж задачi, що розумiється у сенсi робiт [136,

160,161] є функцiя

y(x) = y0

[
2

3
H+(x) + 1

]
,

яка, очевидно, не збiгається з функцiєю (0.14).

У рамках другого пiдходу задачi (0.13) слiд поставити у вiд-

повiднiсть iнтегральне рiвняння

y(x) = y0 +
1

2

x∫

−1

y(t) d[αH+(t) + (1−α)H−(t)], (0.15)

де 0 6 α 6 1 , а H−(x) — функцiя Гевiсайда неперервна справа

(розривна злiва) в точцi x = 0 : H−(x) =




1, x > 0;

0, x < 0.
.

Зрозумiло, що при рiзних значеннях α розв’язки рiвнян-

ня (0.15) визначаються по-рiзному: при α = 1 (цей випадок вiд-

повiдає тому, що розв’язки задачi (0.13) apriori є неперервними

злiва)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H+(x)

]
;

при α = 0 (розв’язки за означенням повиннi бути неперервними

справа)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H−(x)

]
;

якщо вважати, що α = 1/2 (наприклад, з мiркувань симетрiї, або

приймаючи за означенням розв’язки такими, що задовольняють
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умову y(x) = [y(x−0) + y(x+0)]/2 ) , то

y(x) = y0
{
1 +

1

4

[
H+(x) +H−(x)

]}
.

Нарештi, нехай Hk(x) — послiдовнiсть абсолютно неперервних

функцiй, що поточково збiгається на промiжку [−1, 1] до функ-

цiї H+(x) . Поставимо їй у вiдповiднiсть послiдовнiсть функцiй

yk(x) = y0 exp{1
2
Hk(x)} , якi є розв’язками початкових задач

y′k =
1

2
H ′

k(x)yk, yk(−1) = y0. (0.16)

Тут H ′
k(x) є δ -послiдовнiстю, що апроксимує δ -функцiю Дiра-

ка, тому задачу (0.16) можна вважати гладкою апроксимацiєю

початкової задачi (0.13). Очевидно, що послiдовнiсть yk(x) по-

точково збiгається до функцiї (0.14) i не залежить вiд вибору

апроксимуючої послiдовностi Hk(x) .

Як бачимо, поняття розв’язку для диференцiальних рiвнянь

з розподiлами не однозначне i головною причиною цього є той

факт, що простiр узагальнених функцiй не є алгеброю — у ньо-

му не можна визначити множення, яке б успадкувало основнi

властивостi множення неперервних функцiй. Вiдтак, при виборi

того чи iншого означення розв’язку потрiбно бiльш повно вра-

ховувати характер граничного переходу, що приводить до роз-

глядуваного рiвняння. Цього недолiку позбавлений пiдхiд, що

прийнятий в роботi [98] i якого ми дотримуватимемось тут. В

рамках цього пiдходу пiд розв’язком системи (0.11) розумiєть-

ся вектор-функцiя обмеженої варiацiї, що задовольняє систему

в сенсi теорiї розподiлiв, причому вказуються ефективнi (в тер-

мiнах матриць C(x) i F (x) ) умови, за яких система (0.11) є
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коректною, тобто при її дослiдженнi не виникає проблеми мно-

ження функцiоналiв.

В заключному роздiлi монографiї розглядаються також набли-

женi методи розв’язування узагальнених квазiдиференцiальних

рiвнянь i диференцiальних систем з мiрами. Зокрема, один iз

пiдходiв полягає у побудовi для таких рiвнянь точних рекурен-

тних спiввiдношень (ТРС), що є аналогами точних рiзницевих

схем. Точнi рiзницевi схеми для звичайних диференцiальних рiв-

нянь з кусково-гладкими коефiцiєнтами вперше були отриманi

А.М. Тiхоновим21) i О.А. Самарським22) [114–116]. Ними ж був

апробований алгоритм наближеної реалiзацiї точних рiзницевих

схем — вiдсiченi схеми m -го рангу. Останнi мають максималь-

ний порядок точностi O
(
h2(m+1)

)
, де h — величина кроку сiтки,

вiдтак за рахунок вибору достатньо великого m можна отрима-

ти триточковi схеми довiльного порядку. Згодом цi результати

були поширенi на системи звичайних диференцiальних рiвнянь

другого порядку [62], диференцiальнi рiвняння четвертого по-

рядку [15], нелiнiйнi звичайнi диференцiальнi рiвняння другого

21) ТIХОНОВ Андрiй Миколайович (ТИХОНОВ Андрей Николаевич, 1906–
1993) — росiйський математик i геофiзик, професор Московського унiверситету
(декан факультету обчислювальної математики i кiбернетики з 1970 по 1990),
працював в Iнститутi теоретичної геофiзики АН СРСР, заступник директора
(з 1953) i директор (з 1978) Iнституту прикладної математики АН СРСР, чл.-
кор. (1939) i академiк (1966) АН СРСР, лауреат Сталiнської (1953), Державної
(1976) i Ленiнської (1966) премiй, премiї iм. М.В. Ломоносова (1963), нагоро-
джений золотою медаллю М.В. Келдиша (1990).

22) САМАРСЬКИЙ Олександр Андрiйович (САМАРСКИЙ Александр Андреевич,
1919–2008) — росiйський математик, учень А.М. Тiхонова, зав. вiддiлу в Iн-
ститутi прикладної математики АН СРСР, професор Московського унiверситету,
директор Iнституту математичного моделювання РАН (з 1990), чл.-кор. (1966) i
академiк (1976) АН СРСР, лауреат Державної (1954, 1999) i Ленiнської (1962)
премiй.
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порядку [53–55, 150], задачi з виродженням i задачi Штурма-

Лiувiлля23) [10,11,63].

В цих роботах дослiджувались питання iснування i єдинiсть

точних схем, їх зведення до дивергентного вигляду i точнiсть вiд-

сiчених рiзницевих схем для задач з кусково-гладкими коефiцi-

єнтами. Точнi рiзницевi схеми для звичайного диференцiального

рiвняння 2m -го порядку вивчались в роботi [49].

В працях [163,164] розглядається проблема побудови точної

двоточкової (компактної) рiзницевої схеми та її реалiзацiї через

двоточковi схеми довiльного порядку точностi для системи дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку з додатковими двоточко-

вими крайовими умовами.

Роботи [25,117] присвяченi побудовi i дослiдженню однорiд-

них рiзницевих схем для одновимiрної крайової задачi

d

dx

(
k(x)

du

dx

)
− q(x)u(x) = −f(x), x ∈ Ω ≡ (0; 1), (0.17)

u(0) = 0, u(1) = 0, (0.18)

де k(x) — вимiрна функцiя i 0 < M1 6 k(x) 6 M2 < ∞ ;

q(x) = Q′(x), Q(x) ∈ W λ
p (Ω) (p > 2, 0 < λ 6 1) , причому

1∫
0

Q(x)v′(x)dx > 0 для довiльної функцiї v ∈
◦

W 1
2 (Ω) , v(x) > 0 ;

f(x) = F ′(x), F ∈ W s
q (Ω) (q > 2, 0 < s 6 1) . Коефiцiєнти q(x)

i f(x) рiвняння (0.17) є узагальненими похiдними вiд функцiй з

23) ШТУРМ Жак Шарль Франсуа (STURM Jacques Charles Franc.ois, 1803–
1885) — швейцарський математик, професор Сорбонни i Полiтехнiчної школи
в Парижi, член Паризької АН (1836) та iноземний чл.-кор. Петербурзької АН
(1836).

ЛIУВIЛЛЬ Жозеф (LIOUVILLE Joseph, 1809–1882) — французький матема-
тик, професор Полiтехнiчної школи i Колеж де Франс в Парижi, член Паризької
АН (1839) та iноземний чл.-кор. Петербурзької АН (1840). Засновник журналу
"Journal de mathématiques pure et appliquée"(1883).
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простору Соболєва24) W λ
p (0< λ6 1, 26 p6∞). Сюди, зокре-

ма, входять випадки, коли коефiцiєнти — δ-функцiї (pλ< 1) i

кусково-неперервнi функцiї (p=∞, λ=1).

На основi властивостей шаблонних функцiй, котрi є розв’яз-

ками в узагальненому (слабкому) сенсi певних задач Кошi для

рiвняння (0.17), у цих роботах побудовано точну триточкову рi-

зницеву схему для задачi (0.17), (0.18), встановлено її єдинiсть

i можливiсть зображення у дивергентному виглядi, дослiджено

консервативнiсть рiзницевої схеми, що є необхiдною i достатньою

умовою її (схеми) збiжностi, запропоновано алгоритм наближе-

ного вiдшукання шаблонних функцiй. Крiм того, за допомогою

вiдсiчених шаблонних функцiй побудована вiдсiчена триточкова

рiзницева схема m -го рангу, що має точнiсть O
(
h2(m+1)−n

)
, при-

чому величина n втрати порядку точностi залежить вiд гладко-

стi коефiцiєнтiв. В мiру зростання цiєї гладкостi зростає також i

швидкiсть збiжностi вiдсiченої схеми. Зокрема, коли коефiцiєн-

ти кусково-гладкi, отриманi в [25,117] результати збiгаються з

результатами робiт [114–116].

24) СОБОЛЄВ Сергiй Львович (СОБОЛЕВ Сергей Львович 1908–1989) — росiй-
ський математик, працював в Сейсмологiчному iнститутi АН СРСР, Математи-
чному iнститутi iм. В.А. Стєклова АН СРСР, Iнститутi атомної енергiї, професор
Московського i Новосибiрського унiверситетiв, директор Iнституту математики
Сибiрського вiддiлення АН СРСР, академiк АН СРСР (1939), почесний член
Московського математичного товариства (1987).



ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

(i) N , R , C — множини натуральних, дiйсних i комплексних
чисел вiдповiдно.

(ii) [a, b] , I = (α, β) — вiдповiдно замкнений i вiдкритий iн-
тервали дiйсної осi R .

(iii) 1, n — набiр цiлих чисел вiд 1 до n : {1, 2, . . . , n}
(iv) ων = {a 6 x0 < x1 < . . . < xν 6 b} — сiтка на вiдрiзку

[a, b] ; для рiвномiрної сiтки xk = kh , k=0, ν , h = b−a
ν

.

(v) C
p×q — лiнiйний простiр комплексних (p× q) -матриць

A=
(
aij
)p,q
i,j=1

з нормою |A|=
p∑

i=1

q∑
j=1

|aij| ; C
p×1=C

p ,

C
1=C.

(vi) A⊤ , A , A−1 — матрицi вiдповiдно транспонована, комп-
лексно спряжена та обернена до матрицi A .

(vii) A∗ =
(
A
)
⊤

— матриця ермiтово спряжена до матрицi A .

(viii) detA — визначник (детермiнант) квадратної матрицi A .

(ix) trA = a11+ a22+ . . . + app — слiд квадратної матрицi A .

(x) δij — символ Кронекера25): δij =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

(xi) E = (δij)
p
i,j=1 — одинична матриця розмiру p×p . Якщо

є потреба вказати порядок матрицi, то використовуємо по-
значення Ep .

25) КРОНЕКЕР Леопольд (KRONECKER Leopold, 1823–1891) — нiмецький мате-
матик, професор Берлiнського унiверситету, член Берлiнської АН (1861), iно-
земний чл.-кор. Петербурзької АН (1872).
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(xii) 0 — нульовий елемент: число, вектор чи матриця. При
потребi для нульової (p× p) -матрицi використовуємо по-
значення Op .

(xiii) ΘM(x) — характеристична функцiя множини M :

ΘM(x) =

{
1, x ∈M ;
0, x /∈M.

(xiv) Cp×q(I) , ACp×q(I) — простори матричних функцiй
A : I→C

p×q , усi елементи aij(x) яких є вiдповiдно не-
перервними та обсолютно неперервними на I скалярни-
ми функцiями; Cp×1(I) = Cp(I) , ACp×1(I) = ACp(I) i
C1(I) = C(I) , AC1(I) = AC(I) .

(xv)
b∨

a

(A) — повна варiацiя матрицi-функцiї A(x) , що дорiв-

нює сумi повних варiацiй усiх її елементiв aij(x) :
b∨

a

(A) =
p∑

i=1

q∑

j=1

sup
σ

n∑

k=1

∣∣aij(xk)− aij(xk−1)
∣∣

(тут σ : a 6 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 6 b — довiльне
розбиття вiдрiзка [a; b] ). У випадку вiдкритого iнтервалу
I будемо вважати, що A(x) має обмежену варiацiю на I ,
якщо A(x) має обмежену варiацiю на довiльному замкне-

ному пiдiнтервалi [a, b]⊂ I i варiацiї
b∨
a
(A) обмеженi в їх

сукупностi:
∨
I

(A) = sup
b>a

b∨
a
(A) <∞ .

(xvi) BVp×q[a, b] — простiр матриць-функцiй A : I→C
p×q , усi

компоненти aij(x) яких є функцiями обмеженої варiа-

цiї на вiдрiзку [a, b] , з нормою ‖A‖BV = |A(a)|+
b∨
a
(A);

BVp×1[a, b] =BVp[a, b] i BV1[a, b] =BV [a, b] . Якщо A(x)
додатково неперервна справа, то використовуємо позначе-
ння BV +

p×q[a, b] , BV
+
p [a, b] , BV +[a, b] .
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(xvii) BV +,loc
p×q (I) — простiр матриць-функцiй A : I→C

p×q ,
усi компоненти aij(x) яких є неперервними справа
функцiями локально обмеженої на iнтервалi I варi-
ацiї, тобто aij ∈BV +[a, b] для довiльного [a, b] ⊂ I ;
BV +,loc

p×1 (I) =BV +
loc,p(I) i BV +

loc,1(I) =BV
+
loc(I) .

(xviii) ∆A(x) =A(x)−A(x−0) — стрибок матрицi-функцiї
A∈BV +,loc

p×q (I) у точцi x .

(xix) L2,loc
p×q (I) — простiр матриць-функцiй A : I→C

p×q , усi еле-
менти aij(x) яких є локально сумовними з квадратом мо-
дуля за Лебегом на iнтервалi I скалярними функцiями;
L2,loc

p×1 (I) = L2
loc,p(I) i L2

loc,1(I) = L2
loc(I) .

(xx) Aν(x) ⇒ A(x) на [a, b] — рiвномiрна збiжнiсть послi-
довностi матриць-функцiй {Aν(x)}∞ν=1 , яка означає, що
lim
ν→∞

sup
x∈[a,b]

|A(x)−Aν(x)| = 0.

(xxi) D0(I) — простiр неперервних векторних функцiй I → C
p

з компактним носiєм (основних функцiй), спряжений до
якого є простором D0

′
(I) векторних розподiлiв (узагаль-

нених функцiй).

(xxii) (f, ϕ) — значення функцiоналу f на основнiй функцiї

ϕ(x) : (f, ϕ) =
∑p

i=1(fi, ϕi) для ϕ ∈ D0(I) , f ∈ D0

′
(I) .

(xxiii) H(x−xs) — змiщена функцiя Гевiсайда:

H(x−xs) =

{
0, x < xs,

1, x > xs.

(xxiv) δ(x−xs) — δ -функцiя Дiрака з носiєм у точцi xs .

(xxv) КДР — квазiдиференцiальне рiвняння.

(xxvi) ФСР — фундаментальна система розв’язкiв.

(xxvii) ТРС — точне рекурентне спiввiдношення.

(xxviii) ТДФ — точна двоточкова формула.



1
УЗАГАЛЬНЕНI IНТЕГРАЛЬНI I

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI СИСТЕМИ

§ 1. Функцiї обмеженої варiацiї та мiри

В цьому параграфi коротко подамо означення i твердження, якi

стосуються двох важливих класiв функцiй, що знадобляться нам

при викладi основного матерiалу книги, — це функцiї обмеженої

варiацiї та мiри [3,48,73,122].

ОЗНАЧЕННЯ 1.1. Дiйсна або комплекснозначна скалярна функ-

цiя f(x) , що визначена на скiнченному вiдрiзку [a, b] дiйсної осi

R , називається функцiєю обмеженої варiацiї на цьому вiдрiзку,

якщо вираз

Vσ(f) =
n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)| (1.1)

допускає фiксовану верхню межу для будь-якого n ∈ N i довiль-

ного розбиття σ вiдрiзка [a, b] : a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Найменшу спiльну верхню межу усiх таких виразiв називають

повною варiацiєю функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b] i позначають

b∨

a

(f) = sup
σ

{
Vσ(f)

}
.
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Iнколи для повної варiацiї зручно використовувати вираз

b∨

a

(f) =

b∫

a

∣∣df(x)
∣∣,

де iнтеграл справа природно тлумачити як границю суми (1.1) за

умови, що max
06k6n−1

(xk+1 − xk) → 0.

Важливим прикладом функцiї обмеженої варiацiї є змiщена

функцiя Гевiсайда (одинична сходинка )

H(x−xs) =




0, x < xs,

1, x > xs.

Навпаки, функцiя f(x) =x sin π
2x
, 06x6 1 (очевидно, f(0) = 0 )

не є функцiєю обмеженої варiацiї. Дiйсно, якщо в якостi точок

розбиття σ вiдрiзка [0, 1] вибрати точки

0 <
1

2n
<

1

2n−1
<

1

2n−2
< . . . <

1

2
< 1,

то, легко бачити, що

Vσ(f) =
2

2n−1
+

2

2n−3
+ . . . + 2 > 1 +

1

2
+ . . . +

1

n
,

звiдки
1∨
0
(f) = +∞.

Наслiдком обмеженостi варiацiї є той факт, що для довiльної

точки xs (a < xs < b) iснують обидвi одностороннi границi

f(xs+0) i f(xs−0). Якщо при цьому

f(xs+0) = f(xs) = f(xs−0), (1.2)

то, як звичайно, в точцi xs функцiя f(x) неперервна. Точки,

в яких порушується хоча б одна з рiвностей (1.2), утворюють

щонайбiльше злiченну множину, бо
∑
s

∣∣∆f(xs)
∣∣ 6

b∨
a
(f), тобто
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стрибки ∆f(xs) = f(xs+0)− f(xs− 0) функцiї f(x) утворюють

абсолютно збiжний ряд. Звiдси випливає, що множина точок не-

перервностi всюди щiльна в тому сенсi, що будь-який iнтервал

додатної довжини мiстить принаймнi одну з них.

Лiнiйний простiр функцiй обмеженої на вiдрiзку [a, b] варiацiї

позначаємо BV [a, b] . Вiдзначимо декiлька важливих властиво-

стей функцiй з цього простору [73, гл. 8-9]:

1) якщо функцiя f(x) на вiдрiзку [a, b] монотонна, або за-

довольняє умову Лiпшиця, або має обмежену похiдну, то

f ∈ BV [a, b];

2) якщо f ∈ BV [a, b], то f(x) обмежена на [a, b] функцiя,

причому
∣∣f(x)

∣∣ 6
∣∣f(a)

∣∣ +
b∨
a
(f);

3) якщо f ∈ BV [a, b] i a < c < b, то
b∨
a
(f) =

c∨
a
(f) +

b∨
c
(f);

4) якщо f ∈ BV [a, b], то v(x) =
x∨
a
(f) ∈ BV [a, b], причому

v(x) неспадна на [a, b] функцiя; бiльше того, якщо f(x)

неперервна справа на [a, b), то v(x) також володiє цiєю

властивiстю;

5) функцiя f ∈ BV [a, b], якщо i тiльки якщо її можна зобра-

зити у виглядi рiзницi двох неспадних функцiй;

6) якщо f ∈ BV [a, b], то майже всюди на [a, b] iснує скiнчен-

на похiдна f ′(x), що є сумовною функцiєю;

7) якщо f ∈ BV [a, b], то мають мiсце зображення Жордана1)

f(x) = fc(x) + fd(x),

1) ЖОРДАН Марi Енмон Камiль (JORDAN Marie Ennemond Camille, 1838–
1922) — французький математик, член Паризької АН (1881), iноземний чл.-кор.
Петербурзької АН (1895), видавець "Journal de mathematiques pures et appli-
quees" (1885–1921).
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та Лебега

f(x) = fac(x) + fs(x) + fd(x),

де fc(x) — неперервна складова, fd(x) =
∑
xs6x

∆f(xs) —

функцiя стрибкiв (дискретна складова), fac(x) — абсолю-

тно неперервна складова2), fs(x) — сингулярна складова3).

В разi, якщо f(x) має розриви в точках a та b, зазвичай,

вважають, що f(a− 0) = f(a) i f(b+0) = f(b), маючи на увазi

можливiсть неперервного продовження функцiї f(x) лiворуч вiд

точки a i праворуч вiд точки b. Функцiї f, g ∈ BV [a, b] вважа-

ються еквiвалентними, якщо вони спiвпадають всюди, за виня-

тком хiба що не бiльш, нiж злiченної множини точок з iнтервалу

(a, b). В кожному класi еквiвалентностi простору BV [a, b] iснує

функцiя, неперервна справа на [a, b]. Простiр неперервних справа

функцiй обмеженої на [a, b] варiацiї позначимо BV +[a, b].

У випадку вiдкритого iнтервалу I будемо вважати, що f(x)

має обмежену варiацiю на I , якщо f(x) має обмежену варiацiю

на довiльному компактному пiдiнтервалi [a, b]⊂ I i усi варiацiї
b∨
a
(f) обмеженi в їх сукупностi, тобто

∨
I

(f) = sup
b>a

b∨
a
(f) < ∞.

Клас усiх таких функцiй, що додатково неперервнi справа на I,

позначимо BV +
loc(I) ; при цьому, очевидно, BV +

loc(I) ⊂ BV +[a, b].

2) Визначену на вiдрiзку [a, b] функцiю f(x) називають абсолютно неперерв-
ною на цьому вiдрiзку, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що для
довiльної скiнченної системи диз’юнктних iнтервалiв (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn),

кожен з яких мiститься в [a, b] i
n∑

k=1

(bk − ak)<δ, справджується нерiвнiсть
∣∣∣∣

n∑
k=1

[
f(bk)− f(ak)

]∣∣∣∣ < ε.

3) Вiдмiнну вiд сталої неперервну функцiю обмеженої варiацiї, похiдна якої
майже всюди дорiвнює нулевi, називають сингулярною функцiєю.
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Попереднi означення поширюються також на випадок, коли

f(x) — квадратна матриця-функцiя, або прямокутна матриця-

функцiя, або вектор-функцiя. В такому разi, говорячи що f(x)

має обмежену варiацiю на iнтервалi, мають на увазi, що кожен

окремий елемент матрицi f(x) є функцiєю обмеженої варiацiї у

звичайному скалярному сенсi. При цьому повна варiацiя матрицi-

функцiї f(x) дорiвнює сумi повних варiацiй усiх її елементiв.

Лiнiйний простiр BV [a, b] є банаховим вiдносно норми

‖f‖BV = |f(a)| +
b∨
a
(f) , тобто, якщо для послiдовностi функцiй

fn ∈ BV [a, b] маємо lim ‖fn− fm‖BV =0 , то iснує така функ-

цiя f ∈ BV [a, b] , що lim
n→∞

‖fn− f‖BV =0 . Взагалi, у просторi

BV [a, b] поняття збiжностi можна вводити рiзними способа-

ми [155]. Ми вiдзначимо наступнi:

1) Щойно згадана збiжнiсть за нормою : lim
n→∞

‖fn − f‖BV = 0 .

Вважається сильним типом збiжностi: з останньої умови та її

очевидного наслiдку lim
n→∞

fn(a) = f(a) на основi нерiвностi

∣∣fn(x)− f(x)− [fn(a)− f(a)]
∣∣ 6

6
∣∣fn(a)− f(a)

∣∣ +
x∫

a

|d
(
fn(t)− f(t)

)
| 6 ‖fn− f‖BV

випливає, що fn(x) ⇒ f(x) на [a, b] ; зi ще однiєї нерiвностi
∣∣∣∣∣∣

x∫

a

∣∣dfn(t)
∣∣−

x∫

a

∣∣df(t)
∣∣
∣∣∣∣∣∣
6

x∫

a

∣∣∣d
(
fn(t)− f(t)

)∣∣∣ 6
b∫

a

∣∣∣d
(
fn(x)− f(x)

)∣∣∣

маємо також, що
x∨
a
(fn) ⇒

x∨
a
(f) на [a, b] . Однак, можливими на

[a, b] є збiжностi fn(x) ⇒ f(x) i
x∨
a
(fn) ⇒

x∨
a
(f) , загалом, без
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наявностi lim
n→∞

‖fn − f‖BV = 0 . Дiйсно, нехай на вiдрiзку [0, 1]

маємо

fn(x) =




m/n, m−1

n
< x 6

m
n
(m = 1, n),

0, x = 0.

Вiдтак fn(x) є невiд’ємною i монотонно неспадною на цьому вiд-

рiзку,
x∨
0
(fn) =

x∫
0

∣∣dfn(t)
∣∣ = fn(x) i fn(x) ⇒ x на [0, 1] , але

1∨
0
(fn− f) =

1∫
0

∣∣d(fn(x)− f(x))
∣∣ = 1 .

2) Рiвномiрнi збiжностi : fn(x) ⇒ f(x) i
x∨
a
(fn) ⇒

x∨
a
(f) на

[a, b] . Слiд вiдзначити, що рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi

функцiй обмеженої варiацiї fn(x) до f(x) , загалом, не передба-

чає, що f(x) обов’язково має обмежену варiацiю на [a, b] . Для

прикладу, кожна функцiя з послiдовностi

fn(x) =




0, 0 6 x 6

1
2n
,

x sin π
2x
, 1

2n
6 x 6 1

має обмежену варiацiю на вiдрiзку [0, 1] , fn(x) збiгаються рiв-

номiрно до f(x) = x sin π
2x

, яка, однак, не є функцiєю обмеженої

варiацiї на вiдрiзку [0, 1] (див. c. 40).

3) lim
n→∞

fn(x) = f(x) для всiх x ∈ [a, b] i lim
n→∞

b∨
a
(fn) =

b∨
a
(f) ,

вiдтак i lim
n→∞

x∨
a
(fn) =

x∨
a
(f) для всiх x ∈ [a, b] .

4) lim
n→∞

fn(x) = f(x) для всiх x ∈ [a, b] ;
b∨
a
(fn) обмежена по n .

Остання умова означає, що послiдовнiсть fn(x) має рiвномiрно

обмежену варiацiю. У цьому типi збiжностi гранична функцiя

f(x) обов’язково є функцiєю обмеженої варiацiї на вiдрiзку [a, b] ,

тобто цей тип збiжностi дiє в межах простору BV [a, b] . Його
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iнодi називають слабкою збiжнiстю. У зв’язку з цiєю збiжнiстю

виникає важлива на практицi теорема Хеллi (див. §33).

5) lim
n→∞

fn(x) = f(x) за винятком злiченної множини точок з

вiдрiзка [a, b] ;
b∨
a
(fn) обмежена по n i

b∨
a
(f) <∞ .

З функцiями обмеженої варiацiї тiсно пов’язаний спецiаль-

ний клас узагальнених функцiй (розподiлiв Шварца4)), поро-

джених мiрами. В теорiї узагальнених функцiй5) пiд мiрою

на I = (α, β) розумiють лiнiйний неперервний функцiонал на

просторi D0(I) неперервних функцiй I → C з компактним но-

сiєм. Мiра Стiльтьєса dg [48, гл.VI, § 6], що визначається фун-

кцiєю g ∈ BV +
loc(I) , є мiрою саме в такому розумiннi. Одночасно

4) ШВАРЦ Лоран (SCHWARTZ Laurent, 1915–2002) — французький математик,
професор Паризького унiверситету, професор Полiтехнiчної школи в Парижi,
член Паризької АН (1975), лауреат золотої медалi i премiї Дж. Фiлдса (1950).

5) Вiдзначимо, що теорiю узагальнених функцiй можна будувати на основi
рiзних пiдходiв. Iсторично першим був запропонований С. Cоболєвим (1936) i
незалежно Л. Шварцом (1950) функцiональний пiдхiд [16], котрий полягає у
розглядi узагальнених функцiй як лiнiйних неперервних функцiоналiв на про-
сторi "основних" функцiй. Цей пiдхiд вимагає глибокого знання функцiонально-
го аналiзу, що робить теорiю важкодоступною для неспецiалiстiв. Запропонова-
ний згодом Я. Мiкусiнським i Р. Сiкорським (1957) секвенцiальний пiдхiд [2]
полягає у розглядi узагальнених функцiй як слабких границь послiдовностей
звичайних, локально сумовних, функцiй. Такий пiдхiд (вiн подiбний до того,
що використовується при розширеннi множини рацiональних чисел до множини
дiйсних чисел за Кантором, але, якщо метою введення поняття дiйсного числа є
бажання (чи необхiднiсть) зробити можливими такi операцiї над числами, як, н-
д, обчислення коренiв чи логарифмiв, то введення поняття узагальненої функцiї
дозволяє зробити завжди здiйсненною операцiю диференцiювання функцiй) є
дещо простiшим i ближчим до iнтуїтивних уявлень фiзикiв. Зрештою, загально-
визнаним вважається той факт, що кожнiй узагальненiй функцiї у функцiональ-
ному пiдходi вiдповiдає єдина узагальнена функцiя в секвенцiальному пiдходi,
i навпаки. Вiдтак, кожна теорема стосовно узагальнених функцiй, що доведена
функцiональним методом, може бути доведена й секвенцiальним методом. Котре
з доведень простiше залежить вiд конкретного випадку. Окрiм функцiонального
i секвенцiального пiдходiв, iснують й iншi можливостi введення узагальнених
функцiй (див. [39]).
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за теоремою Рiсса6) для довiльної мiри µ на I iснує функцiя

g ∈ BVloc(I) така, що має мiсце зображення

(µ, ϕ) =

β∫

α

ϕ(t)dg(t), ϕ ∈ D0(I).

В якостi g(x) можна взяти функцiю

g(x) =





µ[x0, x], x ∈ [x0, β),

−µ[x, x0], x ∈ (α, x0),

де x0 ∈ I — точка нульової µ -мiри, а µ[a, b] означає µ -мiру вiд-

рiзка [a, b]. Якщо вiд функцiї g(x) вимагати додатково неперерв-

ностi справа на I, тобто g ∈ BV +
loc(I), то мiра µ визначатиме

g(x) однозначно з точнiстю до адитивної сталої. Тiсний зв’язок

мiж функцiями обмеженої варiацiї та мiрами виявляє

Лема 1.2 [122, c. 161]. Для того, щоб узагальнена похiд-

на g′ деякої функцiї g(x) була мiрою на I необхiдно i досить,

щоб g ∈ BV +
loc(I) . Якщо ця умова виконується, то похiдна g′

є мiрою Стiльтьєса dg , що визначається функцiєю g(x) ; при

цьому g(x) неперервна в точцi xs ∈ I тодi i тiльки тодi, коли

dg -мiра точки xs дорiвнює нулевi.

Згiдно наведеної вище властивостi 6) функцiя g ∈ BV +
loc(I)

майже всюди на I має звичайну похiдну (позначимо її g′кл(x) ),

причому остання локально сумовна. З iншого боку на пiдставi

леми 1.2 узагальнена похiдна g′ цiєї функцiї є мiрою Стiльтьєса

dg , що породжена функцiєю g(x). Розподiли g′кл i g′, загалом,

є рiзними. Для прикладу, змiщена функцiя Гевiсайда H(x−xs)

6) РIСС (РIС) Фрiдьєш (RIESZ Frigyes, 1880–1956) — угорський математик,
професор унiверситетiв в Клужi, Сегедi, Будапештi, член Угорської АН (1916).
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має звичайну похiдну H ′
кл(x−xs) = 0 для x 6=xs, так що H ′

кл —

нульовий розподiл, та узагальнену похiдну H ′(x−xs) = δ(x−xs),

де δ(x−xs) — функцiя Дiрака з носiєм в точцi xs (одиничний

iмпульс ), що є мiрою на I , до того ж сингулярною узагальненою

функцiєю, та дiє за правилом
(
δ(x−xs), ϕ(x)

)
=

∫

I

ϕ(x)dH(x−xs) = ϕ(xs), ϕ ∈ D0(I).

Однак, для абсолютно неперервних функцiй узагальнена по-

хiдна спiвпадає зi звичайною похiдною, точнiше справджується

наступна

Лема 1.3 [122, c. 162]. Похiдна g′ розподiлу g на I є ло-

кально сумовною на I функцiєю, якщо i тiльки якщо g(x) аб-

солютно неперервна функцiя на довiльному компактному пiд-

iнтервалi з I. Якщо ця умова виконується, то g′ = g′кл .

Таким чином, наведенi леми дозволяють з’ясувати структу-

ру мiри g′ = dg, якщо вiдома структура функцiї g(x). Зокре-

ма, якщо g(x) кусково неперервно-диференцiйовна на I функ-

цiя, яка в точках {xs} має розриви першого роду зi стрибками

∆g(xs), тобто

g(x) = gc(x) +
∑

s

∆g(xs)H(x−xs),

то

g′ = g′c(x) +
∑

s

∆g(xs)δ(x−xs),

де g′c(x) спiвпадає зi звичайною похiдною g′кл(x), котра iснує

майже всюди на I (за винятком точок {xs} ).

Попереднi леми залишаються в силi також для векторних роз-

подiлiв зi значеннями з простору C
p [122, c. 253].
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§ 2. Матричний некласичний iнтеграл Рiмана–Стiльтьєса

Розглянемо матрицi-функцiї F ∈ BV +,loc
m×k (I) i G ∈ BV +,loc

k×n (I) .

Тодi на пiдставi властивостi 7) з §1 правильними є зображення:

F (x) = Fc(x) + Fd(x), G(x) = Gc(x) +Gd(x),

де Fc(x) i Gc(x) — неперервнi складовi функцiй F (x) i G(x) , а

Fd(x) i Gd(x) — їх функцiї стрибкiв:

Fd(x) =
∑

y6x

[F (y)− F (y−0)], y ∈ I,

Gd(x) =
∑

y6x

[G(y)−G(y−0)].

Для довiльного замкненого iнтервала [a, b] ⊂ I визначимо iн-

теграл наступним чином:
b∫

a

dF (x)G(x)
df
=

b∫

a

dFc(x)G(x)+
∑

a<x6b

[F (x)−F (x−0)]G(x−0). (2.1)

Легко переконатися, що iнтеграл (2.1) можна визначити i як

границю iнтегральної суми [3], а саме
b∫

a

dF (x)G(x) = lim
max |xk−xk−1|→0

n∑

k=1

[
F (xk −F (xk−1))

]
G(xk−1), (2.2)

де σ : a 6 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 6 b — довiльне розбиття

вiдрiзка [a, b] .

Вiдзначимо, що у зв’язку з некомутативнiстю операцiї множе-

ння матриць iнтеграл
b∫

a

G(x)dF (x)
df
=

b∫

a

G(x)dFc(x) +
∑

a<x6b

G(x−0)[F (x)− F (x−0)],

взагалi кажучи, не спiвпадає з iнтегралом (2.1).
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Вкажемо деякi важливi властивостi iнтеграла (2.1) чи (2.2).

1. Справджується бiлiнiйне спiввiдношення

b∫

a

[c1dF1 + c2dF2][k1G1 + k2G2] = c1k1

b∫

a

dF1G1+

+ c1k2

b∫

a

dF1G2 + c2k1

b∫

a

dF2G1 + c2k2

b∫

a

dF2G2,

яке випливає з означення iнтеграла (2.1), або (2.2).

2. Матриця-функцiя I(x) =
∫ x

a

dF (t)G(t) , x ∈ I є неперерв-

ною справа функцiєю обмеженої варiацiї, а в точцi розриву x0

функцiї F (x) її стрибок ∆I(x0) дорiвнює

∆I(x0) = ∆F (x0)G(x0−0). (2.3)

Дiйсно, для довiльного розбиття σ iнтервала [a, b] маємо

∑

i

∣∣I(xi+1)− I(xi)
∣∣ =

∑

i

∣∣∣∣∣∣

xi+1∫

xi

dF (t)G(t)

∣∣∣∣∣∣
6

6
∑

i

sup
t∈[xi,xi+1]

∣∣G(t)
∣∣
xi+1∨

xi

(F ) 6 sup
t∈[a,b]

∣∣G(t)
∣∣

b∨

a

(F ),

тобто варiацiя матрицi-функцiї I(x) обмежена на довiльному за-

мкненому пiдiнтервалi з I . Нехай x ∈ I , а s < x . Тодi

∣∣I(x)− I(s)
∣∣ 6 sup

t∈[s,x]

∣∣G(t)
∣∣

x∨

s

(F ),

а оскiльки F (x) неперервна справа, то lim
x→s+0

x∨

s

(F ) = 0 , тобто ма-

триця I ∈BV +,loc
m×n (I) . Спiввiдношення (2.3) випливає з означення

iнтеграла (2.1), чи (2.2), що й завершує доведення властивостi 2.
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3. Теорема про пiдстановку. Якщо I(x) =
∫ x

a

dF (t)G(t), то

b∫

a

dI(x)K(x) =

b∫

a

dF (x)G(x)K(x).

Дiйсно, використовуючи представлення

I(x) = Ic(x) +
∑

y6x

∆I(y), y ∈ I

функцiї I ∈BV +,loc
m×n (I) через її неперервну i дискретну складовi

та формулу (2.3) стрибка цiєї функцiї в довiльнiй точцi y ∈ I,

маємо

b∫

a

dI(x)K(x)=

b∫

a

dFc(x)G(x)K(x)+

+

b∫

a

d

[
∑

a<y6x

∆F (y)G(y−0)

]
K(x) =

b∫

a

dFc(x)G(x)K(x)+

+
∑

a<x6b

∆F (x)G(x−0)K(x−0) =

b∫

a

dF (x)G(x)K(x).

4. Формула iнтегрування частинами для iнтеграла (2.1), або

(2.2), має вигляд

b∫

a

dF (x)G(x) +

b∫

a

F (x)dG(x) =

= F (x)G(x)

∣∣∣∣
b

a

−
∑

a<x6b

∆F (x)∆G(x). (2.4)

Зауважимо, що
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b∫

a

dF (x)G(x) =

b∫

a

dF (x)

x∫

a

dG(y) + F (b)G(a)− F (a)G(a),

b∫

a

F (x)dG(x) = −
b∫

a

( b∫

y

dF (x)

)
dG(y)− F (b)G(a) + F (b)G(b).

Тому формулу (2.4) можна переписати у виглядi
b∫

a

dF (x)

x∫

a

dG(y) =

b∫

a

( b∫

y

dF (x)

)
dG(y)−

∑

a<x6b

∆F (x)∆G(x).

(2.5)

Запишемо лiву частину формули (2.5), зобразивши матрицi-

функцiї F i G у виглядi суми неперервної та дискретної компо-

нент, що породжує чотири iнтеграли

b∫

a

d
[
Fc(x) + Fd(x)

]
x∫

a

d
[
Gc(y) +Gd(y)

]
=

b∫

a

dFc(x)

x∫

a

dGc(y)+

+

b∫

a

dFc(x)

x∫

a

dGd(y)+

b∫

a

dFd(x)

x∫

a

dGc(y)+

b∫

a

dFd(x)

x∫

a

dGd(y). (2.6)

Аналогiчно для iнтеграла в правiй частинi (2.5) отримуємо вираз

b∫

a

( b∫

y

dFc(x)

)
dGc(y) +

b∫

a

( b∫

y

dFc(x)

)
dGd(y)+

+

b∫

a

( b∫

y

dFd(x)

)
dGc(y) +

b∫

a

( b∫

y

dFd(x)

)
dGd(y). (2.7)

Першi три iнтеграли у виразах (2.6) i (2.7) спiвпадають, оскiль-

ки це класичнi матричнi iнтеграли Рiмана-Стiльтьєса (насправ-

дi — сукупностi таких скалярних iнтегралiв [3, c. 492]) i для
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них справджується формула iнтегрування частинами. Запишемо

четвертий iнтеграл у виразi (2.6):

b∫

a

dFd(x)

x∫

a

dGd(y) =
∑

a<x6b

∆Fd(x)

x−0∫

a

dGd(y) =

=
∑

a<x6b

∆Fd(x)
∑

a<y6x−0

∆Gd(y) =
∑

a<x6b
a<y<x

∆Fd(x)∆Gd(y). (2.8)

Зауважимо, що в останню суму не входять добутки виду

∆Fd(x)∆Gd(x) при y=x . Аналогiчно запишемо четвертий iн-

теграл у виразi (2.7)

b∫

a

( b∫

y

dFd(x)

)
dGd(y) =

=
∑

a<y6b

( b∫

y−0

dFd(x)

)
∆Gb(y) =

∑

a<y6b

∑

y6x6b

∆Fd(x)∆Gd(y) =

=
∑

a<y6b
y<x6b

∆Fd(x)∆Gd(y) +
∑

a<x6b

∆Fd(x)∆Gd(x). (2.9)

Порiвнюючи (2.8) i (2.9) приходимо до формули (2.5), а вiдтак до

формули iнтегрування частинами (2.4).

Слiд зауважити, що коли сума в (2.4) зникає (а це може вiд-

бутись за умови ∆F (x)∆G(x) = 0 ∀x∈ (a, b] ), то формула iн-

тегрування частинами набуває "класичного" вигляду. Вiдзначимо

також, що формула iнтегрування частинами (2.4) є частинним

випадком наступної формули Дiрiхле7) [154].

7) ДIРIХЛЕ Петер Ґустав Лежьон (DIRICHLET Peter Gustav Lejeune, 1805–
1859) — нiмецький математик, професор Берлiнського i Ґьоттiнгенського унi-
верситетiв, член Берлiнської АН, iноземний чл.-кор. Петербурзької АН (1837),
член Паризької АН (1854) i Лондонського королiвського товариства (1855).
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4. Формула Дiрiхле. Якщо (k × k) -матриця-функцiя K(x, y)

обмежена в прямокутнику a 6 x 6 b , a 6 y 6 b i є неперервною

справа функцiєю обмеженої варiацiї за змiнною x для довiльного

y ∈ [a, b] , то справджується формула

b∫

a

dF (x)

x∫

a

K(x, y)dG(y) =

b∫

a

( b∫

y

dF (x)K(x, y)

)
dG(y)−

−
∑

a<x6b

∆F (x)K(x−0, x−0)∆G(x), (2.10)

яка доводиться за аналогiєю до (2.5).

Поклавши в (2.10) K(x, y) = Ek , прийдемо до (2.5).

На завершення параграфу доведемо лему про одне узагальне-

ння iнтегральної нерiвностi Гронуолла–Беллмана8), яка знадоби-

ться в останньому роздiлi при розглядi теореми про збiжнiсть.

Нагадаємо класичну нерiвнiсть Гронуолла–Беллмана [33,121].

Лема 2.1 (Гронуолл-Беллман). Нехай f(x) , g(x) — невiд’єм-

нi функцiї, неперервнi на [a, b] , c > 0 — деяка стала, причому

g(x) 6 c +

x∫

x0

g(t)f(t)dt, a 6 x 6 b.

Тодi справджується нерiвнiсть

g(x) 6 c · exp
x∫

x0

f(t)dt, a 6 x 6 b.

Зокрема, якщо c = 0 , то g(x) ≡ 0 .

8) БЕЛЛМАН Рiчард Ернест (BELLMAN Richard Ernest, 1920–1984) — амери-
канський математик, професор Стенфордського унiверситету i Унiверситету Пiв-
денної Калiфорнiї, працював математиком в наукових лабораторiях в Сан-Дiєго,
Лос-Аламосi, корпорацiї RAND.
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В роботi Ф. Аткiнсона [3, с. 516] отримане безпосереднє уза-

гальнення цiєї леми на випадок iнтеграла Рiмана–Стiльтьєса.

Лема 2.2. Нехай g(x) ∈ BV +
loc(I) , g(x)> 0 , а функцiя f(x)

не спадає на [a, b] ⊂ I . Якщо для будь-якого x ∈ [a, b] викону-

ється нерiвнiсть

g(x) 6 c0 + c1

x∫

a

g(t)df(t), (2.11)

де c0, c1 — деякi додатнi сталi, то

g(x) 6 c0 · exp
{
c1
[
f(x)− f(a)

]}
, a 6 x 6 b.

Позаяк розриви функцiй f(x) i g(x) можуть спiвпадати, то

iнтеграл в (2.11), взагалi кажучи, не iснує в класичному сенсi,

але iснує в сенсi означення (2.1) чи (2.2). Розглянемо дещо iнший

варiант цiєї леми, який не вимагає монотонностi f(x) .

Лема 2.3. Нехай f(x), g(x) ∈ BV +
loc(I) i g(x) > 0 на

[a, b] ⊂ I . Якщо для довiльного x ∈ [a, b] має мiсце нерiвнiсть

g(x) 6 c0 + c1

x∫

a

g(t) |df(t)| (2.12)

з деякими додатними сталими c0, c1 , то

g(x) 6 c0 · exp
{
c1

x∨

a

(f)

}
. (2.13)

Доведення. Замiнивши в (2.12) iнтеграл границею послiдов-

ностi iнтегральних сум, отримаємо

g(x) 6 c0 + c1 lim
n−1∑

k=0

g(tk) |f(tk+1)− f(tk)|, (2.14)
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де a= t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 < . . . < tn=x — довiль-

не розбиття вiдрiзка [a, x] , а границя береться при n→∞ i

max |tk+1 − tk| → 0 .

Внаслiдок вiдомих властивостей варiацiї маємо

|f(tk+1)− f(tk)| 6
tk+1∨

tk

(f) =
tk+1∨

a

(f)−
tk∨

a

(f).

Пiдставляючи цю оцiнку в праву частину нерiвностi (2.14), при-

ходимо до нерiвностi

g(x) 6 c0 + c1 lim
n−1∑

k=0

g(tk)

[
tk+1∨

a

(f)−
tk∨

a

(f)

]

або

g(x) 6 c0 + c1

x∫

a

g(t)d
t∨

a

(f). (2.15)

Оскiльки
t∨
a
(f) — неспадна функцiя i неперервна справа на вiд-

рiзку [a, b] , то з нерiвностi (2.15) на основi леми 2.2 випливає

нерiвнiсть

g(x) 6 c0 · exp
{
c1

x∨

a

(f)−
a∨

a

(f)

}
= c0 · exp

{
c1

x∨

a

(f)

}
,

що й треба було довести. �

Нерiвнiсть (2.13) називатимемо узагальненою нерiвнiстю

Гронуолла–Беллмана .
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§ 3. Однорiдне матричне iнтегральне рiвняння

Розглянемо iнтегральне рiвняння

Y (x) = Y (x0) +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (3.1)

де Y (x) — n -вимiрний вектор, C ∈BV +,loc
n×n (I) , x0 ∈ I.

Як вiдомо [3], це рiвняння має єдиний розв’язок Y (x) , який

належить простору BV +
loc,n(I) , i стрибки якого визначаються фор-

мулою

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) ∀x ∈ I. (3.2)

Це твердження еквiвалентне тому, що iнтегральне рiвняння

Y (x) =

x∫

x0

dC(t)Y (t),

має лише нульовий розв’язок.

Введемо матрицю-функцiю двох змiнних B(x, s) як розв’язок

матричного iнтегрального рiвняння

B(x, s) = E +

x∫

s

dC(t)B(t, s). (3.3)

Очевидно, що таке матричне рiвняння має також єдиний розв’я-

зок за змiнною x у просторi BV +
loc,n(I) , оскiльки кожний її стов-

пець має таку властивiсть.

Матрицю B(x, s) називатимемо фундаментальною матрицею ,

або матрицею Кошi 9), iнтегрального рiвняння (3.1). Їй притаманнi

властивостi, що виражаються такими теоремами.

9) КОШI Оґюстен Луї (CAUCHY Augustin Louis, 1789–1857) — французький
математик, викладав в Паризькому унiверситетi, в Полiтехнiчнiй школi i Колеж
де Франс, член Паризької АН (1816), iноземний член Петербурзької АН (1831).



§ 3. Однорiдне матричне iнтегральне рiвняння 57

Теорема 3.1. Розв’язок iнтегрального рiвняння (3.1) зобра-

жається у виглядi

Y (x) = B(x, x0)Y (x0). (3.4)

Доведення. Для доведення цього факту покладемо в (3.3)

s=x0 i помножимо обидвi частини цього рiвняння праворуч на

Y (x0) . Тодi матимемо

B(x, x0)Y (x0) = Y (x0) +

x∫

x0

dC(t)B(t, t0)Y (x0),

звiдки й випливає зображення (3.4). �

Теорема 3.2. Матриця Кошi B(x, s) має такi властивостi:

(a) Для довiльних x′, x′′, x′′′ ∈ I

B(x′′′, x′′)B(x′′, x′) = B(x′′′, x′);

(b) Для довiльних x′, x′′ ∈ I

B(x′, x′′)B(x′′, x′) = E;

(c) B(x, s) — неперервна справа матриця-функцiя обмеже-

ної варiацiї як за змiнною x , так i за змiнною s ;

(d) B(x, s) =
[
E +∆C(x)

]
B(x−0, s);

(e) B(x, s) = B(x, s−0)
[
E +∆C(s)

]−1
.

Доведення. (a) Покажемо, що матриця

B(x′′′, x′′)B(x′′, x′)− B(x′′′, x′)

є розв’язком iнтегрального рiвняння

Y (x) =

x∫

x′′

dC(t)Y (t),
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тобто дорiвнює нульовiй матрицi. Дiйсно

B(x′′′, x′′)B(x′′, x′)−B(x′′′, x′) = B(x′′, x′)+

+




x′′′∫

x′′

dC(t)B(t, x′′)


B(x′′, x′)− E −

x′′′∫

x′

dC(t)B(t, x′) =

= E +

x′′∫

x′

dC(t)B(t, x′) +

x′′′∫

x′′

dC(t)B(t, x′′)B(x′′, x′)−

− E −
x′′∫

x′

dC(t)B(t, x′)−
x′′′∫

x′′

dC(t)B(t, x′) =

=

x′′′∫

x′′

dC(t) [B(t, x′′)B(x′′, x′)−B(t, x′)],

що й доводить властивiсть (a).

(b) Поклавши у попереднiй властивостi x′′′ = x′ , отримуємо

B(x′, x′′)B(x′′, x′) = B(x′, x′) = E.

(c) Для довiльних x1 , x2 ∈ I маємо

∣∣B(x2, s)−B(x1, s)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

x2∫

x1

dC(t)B(t, s)

∣∣∣∣∣∣
6 M

x2∨

x1

(C),

де M =
∏

x

(
1 +

∣∣∆C(x)
∣∣
)
exp
{ b∨

a

(Cc)
}

[154], а Cc(x) — непе-

рервна складова матрицi-функцiї C(x) , звiдки негайно випливає

обмеженiсть варiацiї B(x, s) за змiнною x .

З iнтегрального рiвняння (3.3) отримуємо умову стрибка за

(першою) змiнною x

∆xB(x, s) = ∆C(x)B(x−0, s), (3.5)
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а неперервнiсть справа випливає з властивостi 2 §2.

Доведемо обмеженiсть варiацiї функцiї B(x, s) за змiнною s .

Для довiльних x1, x2 ∈ I розглянемо рiвнiсть

B(x, x2)−B(x, x1) =

x∫

x2

dC(t)B(t, x2)−
x∫

x1

dC(t)B(t, x1) =

=

x∫

x2

dC(t)
[
B(t, x2)− B(t, x1)

]
−

x2∫

x1

dC(t)B(t, x1)

як iнтегральне рiвняння вiдносно функцiї

Y (x) = B(x, x2)− B(x, x1),

де

−
x2∫

x1

dC(t)B(t, x1) = E − E −
x2∫

x1

dC(t)B(t, x1) = B(x2, x2)−

−
(
E +

x2∫

x1

dC(t)B(t, x1)

)
= B(x2, x2)− B(x2, x1) = Y (x2).

Отже, розв’язок Y (x) за теоремою 3.1 можна подати у виглядi

Y (x) = B(x, x2)Y (x2) = −B(x, x2)

x2∫

x1

dC(t)B(t, x1),

звiдки маємо

∣∣B(x, x2)−B(x, x1)
∣∣ 6 M 2

x2∨

x1

(C).

Це й доводить обмеженiсть варiацiї функцiй B(x, s) за змiн-

ною s, а неперервнiсть справа доводиться за аналогiєю до попе-

реднього випадку.



60 Роздiл 1. Узагальненi iнтегральнi i диференцiальнi системи

(d) На основi формули (3.5)

B(x, s)−B(x−0, s) = ∆C(x)B(x−0, s),

звiдки й отримуємо

B(x, s) =
[
E +∆C(x)

]
B(x− 0, s).

(e) З iнтегрального рiвняння (3.1)

Y (x) = Y (x0−0) +

x∫

x0−0

dC(t)Y (t),

звiдки за теоремою 3.1 маємо

Y (x) = B(x, x0−0)Y (x0−0). (3.6)

З iншого боку, на основi (3.2) отримуємо

Y (x0−0) =
[
E +∆C(x0)

]−1
Y (x0). (3.7)

На пiдставi (3.6) i (3.7) маємо

Y (x) = B(x, x0−0)
[
E +∆C(x0)

]−1
Y (x0),

тому

B(x, x0) = B(x, x0−0)
[
E + ∆C(x0)

]−1
,

звiдки пiсля замiни x0 на s випливає властивiсть (e). �

З властивостi (e) випливає аналогiчна до (3.5) умова стрибка

фундаментальної матрицi B(x, s) за (другою) змiнною s :

∆sB(x, s) = B(x, s−0)
{[
E +∆C(s)

]−1 − E
}
.

Бiльше того, за додаткової умови
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I стрибок

буде обчислюватися за формулою

∆sB(x, s) = −B(x, s−0)∆C(s). (3.8)
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Дiйсно, за цiєї умови справджується тотожнiсть
[
E +∆C(x)

]−1 ≡ E −∆C(x), (3.9)

бо
[
E +∆C(x)

]
·
[
E −∆C(x)

]
= E −

[
∆C(x)

]2 ≡ E. Тому

∆sB(x, s) = B(x, s−0)
{[
E−∆C(s)

]
−E

}
= −B(x, s−0)∆C(s).

§ 4. Неоднорiдне матричне iнтегральне рiвняння

Розглянемо неоднорiдне iнтегральне рiвняння

Y (x) =

x∫

x0

dC(t)Y (t) + U(x), U(x0) = Y (x0), (4.1)

де C ∈BV +,loc
n×n (I) , U ∈BV +

loc,n(I) , x0 ∈ I .

Теорема 4.1. Розв’язок неоднорiдного рiвняння (4.1) можна

подати у виглядi

Y (x) = B(x, x0)U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y), (4.2)

де сума розповсюджується на тi точки y ∈ I , в яких матрицi

C(x) i U(x) мають розриви одночасно.

Доведення. Покажемо, що вираз, який стоїть праворуч

в (4.2), справджує iнтегральне рiвняння (4.1).
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Дiйсно,

x∫

x0

dC(t)Y (t) =

x∫

x0

dC(t)B(t, x0)U(x0)+

x∫

x0

dC(t)

t∫

x0

B(t, s)dU(s)−

−
x∫

x0

dC(t)
∑

x0<y6t

B(t, y)∆C(y)∆U(y). (4.3)

Використовуючи рiвняння (3.3), отримаємо
x∫

x0

dC(t)B(t, x0)U(x0) =
[
B(x, x0)− E

]
U(x0), (4.4)

а з формули Дiрiхле випливає

x∫

x0

dC(t)

t∫

x0

B(t, s)dU(s) =

x∫

x0

( x∫

s

dC(t)B(t, s)

)
dU(s)−

−
∑

x0<y6x

∆C(y)B(y−0, y−0)∆U(y). (4.5)

До того ж, безпосередньою перевiркою переконуємось, що

x∫

x0

dC(t)
∑

x0<y6t

B(t, y)∆C(y)∆U(y) =

=
∑

x0<y6x

x∫

y

dC(t)B(t, y)∆C(y)∆U(y). (4.6)

На основi спiввiдношень (4.4), (4.5) i (4.6) рiвнiсть (4.3) можна

записати у виглядi
x∫

x0

dC(t)Y (t)=
[
B(x, x0)− E

]
U(x0) +

x∫

x0

( x∫

s

dC(t)B(t, s)

)
dU(s)−
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−
∑

x0<y6x

∆C(y)∆U(y)−
∑

x0<y6x

x∫

y

dC(t)B(t, y)∆C(y)∆U(y).

Оскiльки
x∫

y

dC(t)B(t, y)∆C(y)∆U(y) =
[
B(x, y)− E

]
∆C(y)∆U(y) =

= B(x, y)∆C(y)∆U(y)−∆C(y)∆U(y),

то
x∫

x0

dC(t)Y (t) = B(x, x0)U(x0)− U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−U(x)+U(x0)−
∑

x0<y6x

∆C(y)∆U(y)−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y)+

+
∑

x0<y6x

∆C(y)∆U(y),

або
x∫

x0

dC(t)Y (t) = B(x, x0)U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y)− U(x).

З останньої рiвностi випливає, що функцiя

Y (x) = B(x, x0)U(x0)+

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y)

справджує iнтегральне рiвняння
x∫

x0

dC(t)Y (t) = Y (x)− U(x),

що й доводить теорему. �
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ЗАУВАЖЕННЯ 4.2. У формулi (4.2) сума зникає не лише у ви-

падку, коли матрицi C(x) i U(x) мають розриви в рiзних точках,

але й тодi, коли

∆C(x)∆U(x) = 0 ∀x ∈ I.

§ 5. Спряжене матричне iнтегральне рiвняння

Як вiдомо з § 3, функцiя Кошi B(x, s) за змiнною x справджує

рiвняння (3.3). Вiдповiдь на те, яке рiвняння справджує функцiя

B(x, s) за змiнною s , дає наступна

Теорема 5.1. Функцiя B(x, s) за змiнною s справджує iн-

тегральне рiвняння

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dĈ(t), (5.1)

де

Ĉ(x) = C(x)−
∑

s6y6x

[
E +∆C(y)

]−1[
∆C(y)

]2
. (5.2)

Доведення. Перепишемо рiвняння (3.1) у виглядi

B(x, s)− E =

x∫

s

dC(t)
[
B(t, s)− E

]
+ C(x)− C(s). (5.3)

Застосовуючи до (5.3) формулу (4.2) розв’язку неоднорiдного рiв-

няння, приходимо до рiвностi

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dC(t)−
∑

s6y6x

B(x, y)
[
∆C(y)

]2
. (5.4)
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Перепишемо (5.4), використовуючи властивiсть (e) теореми 3.2:

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dC(t)−

−
∑

s6y6x

B(x, y−0)
[
E +∆C(y)

]−1[
∆C(y)

]2
.

Це переконує, що функцiя B(x, s) за змiнною s є розв’язком

iнтегрального рiвняння (5.1), де Ĉ(t) має вигляд (5.2), що й

доводить теорему. �

ЗАУВАЖЕННЯ 5.2. У випадку, коли
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀x∈ I,

матриця-функцiя B(x, s) за змiнною s справджує рiвняння

B(x, s) = E −
s∫

x

B(x, t)dC(t),

тобто її рядки справджують векторне iнтегральне рiвняння

Z(x) = Z(x0)−
x∫

x0

Z(t)dC(t), (5.5)

яке називається спряженим до рiвняння (3.1).

Нехай B̃(x, s) — фундаментальна матриця спряженого iнте-

грального рiвняння (5.5), тобто

B̃(x, s) = E −
x∫

s

B̃(t, s)dC(t). (5.6)

Використовуючи очевидну рiвнiсть
x∫

s

B̃(t, s)dB(t, s) +

x∫

s

dB̃(t, s)B(t, s) = 0
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та формулу iнтегрування частинами (2.4), отримуємо

B̃(t, s)B(t, s)

∣∣∣∣
x

s

−
∑

s6y6x

∆yB̃(y, s)∆yB(y, s) = 0.

Далi врахуємо умову стрибка (3.5) i аналогiчну умову

∆xB̃(x, s) = −B̃(x−0, s)∆C(x),

що випливає з iнтегрального рiвняння (5.6). Тодi

B̃(x, s)B(x, s) = E −
∑

s6y6x

B̃(y−0, s)
[
∆C(y)

]2
B(y−0, s)

Нарештi, домножуючи обидвi частини останньої рiвностi спра-

ва на матрицю B(s, x) i використовуючи властивiсть (b) теоре-

ми 3.2, маємо

B̃(x, s) = B(s, x)−
∑

s6y6x

B̃(y−0, s)
[
∆C(y)

]2
B(y−0, x). (5.7)

Формула (5.7) встановлює зв’язок мiж B̃(x, s) i B(s, x).

Якщо, зокрема,
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I , то з формули (5.7) ви-

пливає, що

B̃(x, s) = B(s, x). (5.8)

Рiвнiсть (5.8) показує, що iнтегральне рiвняння (3.1) з

матрицею-функцiєю C ∈BV +,loc
n×n (I) у випадку

[
∆C(x)

]2 ≡ 0

зберiгає властивостi, притаманнi iнтегральним рiвнянням з непе-

рервною матрицею C(x) .

За такої умови, зокрема, стрибок (за змiнною s ) розв’язку iн-

тегрального рiвняння (5.1) має вигляд

∆sB(x, s) = −B(x, s−0)∆C(s)

i, як бачимо, збiгається з отриманим ранiше результатом (3.8).
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§ 6. Про добуток розподiлiв i первiснi мiр

При дослiдженнi диференцiальних рiвнянь з мiрами в коефiцiєн-

тах природним чином виникає проблема множення узагальнених

функцiй (розподiлiв Шварца). Як вiдомо [16, c. 37], добуток до-

вiльних двох узагальнених функцiй f i g не завжди iснує. Для

визначення такого добутку потрiбно, щоб функцiї f i g , гру-

бо кажучи, володiли властивiстю: наскiльки f "нерегулярна" в

околi довiльної точки, настiльки g повинна бути "регулярною" в

цьому околi, i навпаки. З цiєї точки зору невизначений (некоре-

ктний ) добуток функцiї Хевiсайда на її узагальнену похiдну —

мiру Дiрака.

Вiдповiдно до секвенцiального пiдходу [2, c. 274], добуток уза-

гальнених функцiй f i g iснує на iнтервалi I, якщо послiдов-

нiсть добуткiв згорток (f ∗ δn) · (g ∗ δn) збiгається (в узагальне-

ному сенсi) на I для довiльної δ -послiдовностi δn. Ця (слабка)

границя й називається добутком узагальнених функцiй f i g :

(f · g, ϕ) = lim
n→∞

(
(f ∗ δn) · (g ∗ δn);ϕ

)
, ϕ ∈ D(I).

В рамках цього означення згаданий добуток H(x−xs) · δ(x−xs)

не iснує (некоректний), бо його значення залежать вiд вибору

послiдовностi δn.

Для того, щоб дослiдити коректнiсть добуткiв F ′(x)G(x) та

F (x)G′(x) , де F ′(x) , G′(x) — узагальненi похiднi функцiй F (x)

i G(x) , припустимо, що F ∈BV +,loc
m×k (I) i G∈BV +,loc

k×n (I) . Запи-

шемо дискретнi складовi Fd i Gd функцiй F (x) i G(x) у виглядi
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Fd(x)=
∑

xs6x

[
F (xs+0)− F (xs−0)

]
=
∑

s

∆F (xs)H(x−xs),

Gd(x)=
∑

xs6x

[
G(xs+0)−G(xs−0)

]
=
∑

s

∆G(xs)H(x−xs),
(6.1)

де ∆F (xs) i ∆G(xs) — стрибки у точцi xs матриць F i G

вiдповiдно.

Враховуючи зображення (6.1) i той факт, що узагальнена похi-

дна функцiї Хевiсайда є мiра Дiрака, отримуємо

F ′(x) = F ′
c(x) +

∑

s

∆F (xs)δ(x−xs),

G′(x) = G′
c(x) +

∑

s

∆G(xs)δ(x−xs).
(6.2)

Використовуючи зображення (6.2), запишемо формально добутки

F ′(x)G(x) i F (x)G′(x) :

F ′G=F ′Gc+F
′
cGd+

∑

r,p

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xr)H(x−xp),

FG′=FG′
c+FcG

′
d+
∑

r,p

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xp)H(x−xr).
(6.3)

Добутки пiд знаками сум в (6.3), взагалi кажучи, не iснують в

сенсi теорiї узагальнених функцiй, оскiльки

δ(x−xr)H(x−xp) =




δ(x−xr), якщо xr > xp,

0, якщо xr < xp.

а для xr = xp такий добуток не однозначний. Цi мiркування

вимагають такого означення.

ОЗНАЧЕННЯ 6.1. Добутки F ′(x)G(x) i F (x)G′(x) назвемо ко-

ректними , якщо для довiльного x ∈ I виконується умова

∆F (x)∆G(x) = 0. (6.4)
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Враховуючи означення 6.1, добутки (6.3) за умови (6.4) можна

записати таким чином:

F ′G = F ′Gc + F ′
cGd +

∑

r>p

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xr),

FG′ = FG′
c + FcG

′
d +

∑

p>r

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xp),
(6.5)

де позначено
∑
r>p

df
=
∑
r

∑
p

за умови xr > xp чи навпаки.

Позначимо через H(x) i Z(x) первiснi мiр F ′(x)G(x) i

F (x)G′(x) вiдповiдно, тобто

H ′(x) =F ′(x)G(x), Z ′(x) =F (x)G′(x).

Теорема 6.2. Нехай F ∈ BV +,loc
m×k (I) , G ∈ BV +,loc

k×n (I) i добу-

тки F ′(x)G(x) i F (x)G′(x) коректнi, тобто зображаються у

виглядi (6.5). Тодi

1) H(x) =

x∫

x0

dF (t)G(t)+H0, Z(x) =

x∫

x0

F (t)dG(t)+Z0,

де x0, x∈ I, H0 , Z0 — довiльнi сталi матрицi, а iнте-

грали справа розумiємо в сенсi означення (2.1);

2) H(x) i Z(x) належать до простору BV +,loc
m×n (I) ;

3) ∆H(x) =∆F (x)G(x−0), ∆Z(x) =F (x−0)∆G(x) ∀x ∈ I .

Доведення теореми 6.2 проводиться за аналогiєю до доведення

властивостi 2 з §2.

ЗАУВАЖЕННЯ 6.3. За умови (6.4) коректностi добуткiв

F ′(x)G(x) i F (x)G′(x) для довiльних a, b∈ I iнтеграли∫ b

a

dF (x)G(x) i
∫ b

a

F (x)dG(x) є класичними матричними iнте-

гралами Рiмана–Стiльтьєса.
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§ 7. Лiнiйнi диференцiальнi системи з мiрами

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), x ∈ I, (7.1)

де Y (x) — невiдома n -вимiрна вектор-функцiя, C(x) — мат-

риця-функцiя з простору BV +,loc
n×n (I) , C ′(x) — її узагальнена по-

хiдна (вiдтак диференцiювання i рiвнiсть в (7.1) розумiються в

узагальненому сенсi).

Слiд зауважити, що стрибки матрицi-функцiї C(x) породжу-

ють також стрибки розв’язку Y (x) рiвняння (7.1) i до того ж

в одних i тих самих точках, а тому добуток C ′(x)Y (x) , взагалi

кажучи, неоднозначний (див. §6).

ОЗНАЧЕННЯ 7.1. Вважатимемо, що вектор Y належить до

допустимого класу, який позначимо D
n
C(I) , якщо:

1) Y ∈BV +
loc,n(I),

2) ∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀ x ∈ I.

ОЗНАЧЕННЯ 7.2. Пiд розв’язком рiвняння (7.1) будемо розумiти

вектор-функцiю Y (x) з допустимого класу D
n
C(I) , що задоволь-

няє це рiвняння в узагальненому сенсi:

(ϕ, Y ′) = (ϕ,C ′Y ) ∀ϕ ∈ D0(I).

Для системи (7.1) поставимо задачу Кошi про вiдшукання

розв’язку, який задовольняє початкову умову

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I. (7.2)
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Теорема 7.3. В класi функцiй D
n
C(I) задача (7.1), (7.2) та

iнтегральне рiвняння

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t), x0, x ∈ I, (7.3)

еквiвалентнi.

Доведення. Дiйсно, нехай Y ∈ D
n
C(I) . Тодi права частина

рiвняння (7.1) є мiрою, первiсна якої

Y (x) = P +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (7.4)

де P — довiльний сталий вектор. Поклавши в (7.4) P = Y0 , за-

довольняємо початкову умову (7.2) i приходимо до iнтегрального

рiвняння (7.3).

Нехай тепер вектор-функцiя Y ∈ D
n
C(I) i задовольняє iнте-

гральне рiвняння (7.3), де початкова умова (7.2) вже виконана.

Тодi права частина цього рiвняння є первiсною мiри C ′(x)Y (x) ,

що пiсля (узагальненого) диференцiювання й приводить до рiв-

няння (7.1). �

Згiдно з результатами роботи [3] рiвняння (7.3) має єдиний

розв’язок Y (x)∈BV +
loc,n(I) . Умова ж

∆C(x)∆Y (x) ≡ 0

приналежностi цього розв’язку до допустимого класу не є ефе-

ктивною, оскiльки виражена в термiнах стрибка самого розв’язку.

Наступне твердження дає ефективний критерiй приналежностi

розв’язку до класу D
n
C(I) .
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Теорема 7.4. Для iснування розв’язку Y (x) рiвняння (7.3) в

класi D
n
C(I) необхiдно i досить виконання умови

[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (7.5)

Доведення. Достатнiсть. Стрибок розв’язку ∆Y (x) рiвнян-

ня (7.3) визначається формулою (див. §3)

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0). (7.6)

Домноживши обидвi частини (7.6) лiворуч на ∆C(x) , отримуємо

∆C(x)∆Y (x) =
[
∆C(x)

]2
Y (x−0), (7.7)

звiдки в силу (7.5) й слiдує умова ∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀x ∈ I .

Необхiднiсть. Якщо ∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀x ∈ I , то з (7.7)

отримуємо

0 =
[
∆C(x)

]2
Y (x−0) =

[
∆C(x)

]2
B(x−0, x0)Y0,

де B(x, x0) — матриця Кошi рiвняння (7.3), а Y0 — довiльний

початковий вектор. В зв’язку з цiєю довiльнiстю випливає, що
[
∆C(x)

]2
B(x−0, x0) = 0,

звiдки в силу оборотностi матрицi B(x− 0, x0) випливає умо-

ва (7.5). �

ОЗНАЧЕННЯ 7.5. При виконаннi умови (7.5) однорiдне рiвняння

(7.1) називатимемо коректним.

Розглянемо тепер початкову задачу для неоднорiдної системи

Y ′(x) = C ′(x)Y (x) + F ′(x) (7.8)

Y (x0) = Y0, (7.9)

де F (x) ∈ BV +
loc(I) , i вiдповiдне iнтегральне рiвняння
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Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0). (7.10)

Умова (7.5) ще не забезпечує приналежностi розв’язку цього

рiвняння до класу D
n
C(I) через наявнiсть доданка F (x)−F (x0) ,

але справджується наступне твердження.

Теорема 7.6. Якщо однорiдна система (7.1) коректна, то

для iснування розв’язку рiвняння (7.10) в класi D
n
C(I) необхi-

дно i достатньо виконання умови

∆C(x)∆F (x) = 0 ∀ x ∈ I. (7.11)

Доведення. Дiйсно, стрибок розв’язку рiвняння (7.10)

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) + ∆F (x),

що пiсля множення злiва на ∆C(x) приводить до рiвностi

∆C(x)∆Y (x) =
[
∆C(x)

]2
Y (x−0) + ∆C(x)∆F (x),

звiдки й випливає доведення. �

ЗАУВАЖЕННЯ 7.7. При виконаннi системи умов (7.5), (7.11) не-

однорiдне рiвняння (7.8) також доцiльно назвати коректним .
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§ 8. Iснування i єдинiсть розв’язку початкової задачi

Метод зведення початкових задач для (коректних) систем ди-

ференцiальних рiвнянь з мiрами до еквiвалентних iнтегральних

рiвнянь дозволяє в повнiй мiрi використати отриманi в попере-

днiх параграфах результати для побудови елементiв лiнiйної те-

орiї: досить у вiдповiдних формулах покласти ∆C(x)∆Y (x) = 0 ,

[∆C(x)]2=0 та ∆C(x)∆F (x) = 0 ∀x∈ I . Такий пiдхiд є певною

мiрою альтернативним до результатiв робiт [93], [98].

Теорема 8.1. За умови (7.5) iснує єдиний розв’язок

Y ∈ D
n
C(I) початкової задачi (7.1), (7.2), стрибок якого вира-

жається формулою

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x). (8.1)

Цей розв’язок допускає зображення у виглядi

Y (x) = B(x, x0)Y (x0), (8.2)

де B(x, s) — фундаментальна матриця, що за змiнною x

є розв’язком системи (7.1) i при x= s задовольняє умову

B(s, s) = E .

Iснування i єдинiсть розв’язку випливають з теорем 7.3 i 7.4.

Представлення розв’язку (8.2) є наслiдком теореми 3.1. Умову

ж стрибка (8.1) легко отримати, якщо врахувати формули (3.2),

(3.7), (3.9) i умову (7.5):

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) = ∆C(x)
[
E +∆C(x)

]−1
Y (x) =

= ∆C(x)
[
E −∆C(x)

]
Y (x) = ∆C(x)∆Y (x).
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Очевидно, фундаментальна матриця B(x, s) системи (7.3) збе-

рiгає властивостi, описанi в теоремi 3.2, з таким уточненням вна-

слiдок умови (7.5) останньої властивостi:

B(x, s) = B(x, s−0)
[
E −∆C(s)

]
.

Теорема 8.2. Матриця B∗(x, s) за змiнною s є розв’язком

спряженої до (7.1) диференцiальної системи

Z ′(s) = −[C ′(s)]∗Z(s), s ∈ I. (8.3)

Доведення. Згiдно зауваження 5.2 матриця B(x, s) за змiн-

ною s справджує рiвняння

B(x, s) = E −
s∫

x

B(x, t)dC(t),

що внаслiдок узагальненого диференцiювання по s приводить

до системи B′
s(x, s) = −B(x, s)C ′(s), а пiсля спряження — до

системи B∗(x, s)′s = −[C ′(s)]∗B∗(x, s). �

Наслiдок 8.3. Фундаментальна матриця B̃(x, s) спряженої

диференцiальної системи (8.3) задовольняє тотожнiсть

B̃(x, s) = B∗(s, x) = [B−1(x, s)]∗.

Теорема 8.4. За умов (7.5) та (7.11) початкова зада-

ча (7.8), (7.9) має єдиний розв’язок Y ∈ D
n
C(I) , що зображає-

ться у формi Кошi

Y (x) = B(x, x0)Y (x0) +

x∫

x0

B(x, s)dF (s). (8.4)

Доведення випливає з теорем 7.6 i 4.1.
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ОСНОВИ КОНЦЕПЦIЇ КВАЗIПОХIДНИХ

§ 9. Попереднi зауваження

Перш, нiж перейти до визначення основних понять, розглянемо

деякi приклади скалярних диференцiальних рiвнянь.

1. Диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ − a1(x)y = 0, (9.1)

де y(x) — невiдома функцiя вiд дiйсної змiнної x∈ I ,

a1(x) = b′1(x) , причому b1 ∈ BV +
loc(I) , звичайним чином зво-

диться до диференцiальної системи першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), (9.2)

де

Y = (y, y′)
⊤

, C ′(x) =

(
0 1

a1(x) 0

)
.

Позаяк

∆C(x) =

(
0 0

∆b1(x) 0

)
,

то, вочевидь,
[
∆C(x)

]2
= 0 для довiльного x ∈ I i, таким чином,

система (9.2) коректна.
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Якщо пiд розв’язком диференцiального рiвняння (9.1) розумiти

першу координату y(x) вектора Y (x) , то це рiвняння i система

(9.2) еквiвалентнi (в узагальненому сенсi). Ця обставина дозво-

ляє не лише побудувати лiнiйну (елементарну) теорiю рiвняння

(9.1), але й вивчити локальнi властивостi його розв’язку y(x) i

похiдної y′(x) .

2. Багато задач математичної фiзики приводять до дослiдження

диференцiального рiвняння

l2[y] ≡
(
a0(x)y

′)′ − a1(x)y = 0, (9.3)

де a−1
0 (x) — локально обмежена i вимiрна на iнтервалi I функ-

цiя, а функцiя a1(x) = b′1(x) , де b1 ∈ BV +
loc(I) , є мiрою Стiльтьє-

са на iнтервалi I (узагальненою функцiєю нульового порядку).

Зовнiшня "близькiсть" рiвнянь (9.1) i (9.3) оманлива. Суттєва

вiдмiннiсть мiж ними полягає в тому, що при наведених умовах

на коефiцiєнти a0(x) i a1(x) лiнiйну теорiю рiвняння (9.3), на

вiдмiну вiд рiвняння (9.1), неможливо, залишаючись в рамках

класичної теорiї узагальнених функцiй, побудувати в термiнах

розв’язку y(x) i його похiдної y′(x) . Iншими словами, в загаль-

ному випадку (коли a−1
0 (x) обмежена i вимiрна функцiя) за до-

помогою вектора Y (x) = (y(x), y′(x))
⊤ це рiвняння не зводиться

до коректної системи першого порядку.

Дiйсно, виконуючи в (9.3) формально операцiю диференцiюва-

ння, приходимо до диференцiального рiвняння

a0(x)y
′′ + a′0(x)y

′ − a1(x)y = 0,

або

y′′ + a−1
0 (x)a′0(x)y

′ − a−1
0 (x)a1(x)y = 0.
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Нехай, для прикладу, a0(x) — схiдчаста функцiя, що не пере-

творюється в нуль на довiльному компактi з I . Тодi a−1
0 (x) теж

схiдчаста функцiя (очевидно, обмежена i вимiрна), точки розри-

вiв якої спiвпадають з точками розривiв a0(x) . Це означає, що

добутки a−1
0 (x)a′0(x) i a−1

0 (x)a1(x) в загальному випадку не ви-

значенi. Вони iснують, якщо, скажiмо, a0(x) неперервна функцiя

локально обмеженої на I варiацiї, але таке припущення сильно

обмежує можливiсть дослiдження цiлих класiв реальних фiзи-

чних процесiв (поздовжнi коливання стрижнiв з кусково-змiнним

перерiзом, крутильнi коливання валiв змiнної жорсткостi, темпе-

ратурнi задачi з кусково-змiнним коефiцiєнтом теплопровiдностi,

тощо). Цих ускладнень можна уникнути, якщо скористатись на-

ступним прийомом.

Розглянемо вираз y[1] ≡ a0(x)y
′ , котрий назвемо квазiпохiд-

ною диференцiального виразу l2[y] . Легко переконатися, що за

допомогою вектора Y = (y, y′)
⊤ рiвняння (9.3) зводиться до си-

стеми вигляду (9.2) з матрицею

C ′(x) =

(
0 a−1

0 (x)

a1(x) 0

)
.

Ця система коректна, оскiльки знову
[
∆C(x)

]2
= 0 для довiль-

ного x ∈ I . Вiдтак ми отримали можливiсть побудувати лiнiйну

теорiю рiвняння (9.3), котре надалi називатимемо квазiдиферен-

цiальним, в термiнах розв’язку y(x) i його квазiпохiдної y[1](x) .

3. Iдея введення квазiпохiдних поширюється також на рiвняння

вищих порядкiв. Тут ми обмежимося її iлюстрацiєю у випадку

КДР четвертого порядку

l4[y] ≡
(
a0(x)y

′′)′′ −
(
a1(x)y

′)′ + a2(x)y = 0. (9.4)
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Якщо вiд коефiцiєнтiв ai(x), i = 0, 1, 2, вимагати, щоб вони

належали до простору C2−i(I) функцiй неперервно диференцi-

йовних (2−i) разiв , то, виконуючи операцiї диференцiювання,

отримаємо рiвняння четвертого порядку з неперервними коефiцi-

єнтами, розв’язок якого слiд шукати у класi C4(I). Втiм, такi

вимоги надто жорсткi, бо рiвняння (9.4) зберiгає сенс i без при-

пущення про гладкiсть a0(x) , a1(x) та вимоги y ∈ C4(I) .

Позначимо через

y[0] = y, y[1] = y′, y[2] = a0(x)y
′′, y[3] = a1(x)y

′ −
(
a0(x)y

′′)′

квазiпохiднi функцiї y(x) в сенсi диференцiального рiвнян-

ня (9.4). Якщо рiвняння (9.4) тлумачити, скажiмо, як рiвнян-

ня поперечного згину балки (без врахування зовнiшнiх факто-

рiв), котре отримується внаслiдок вiдокремлення змiнних у вiд-

повiдному рiвняннi iз частинними похiдними [76], то введенi

квазiпохiднi несуть цiлком реальний механiчний змiст, а саме:

y[0] означає згин балки, y[1] — кут повороту, y[2] — згиналь-

ний момент, y[3] — поперечна сила. В разi, якщо коефiцiєнти

a−1
0 (x), ai(x), i = 1, 2, рiвняння (9.4) локально сумовнi за Лебе-

гом на iнтервалi I , то рiвняння матиме сенс, якщо вiд функцiї

y(x) вимагати абсолютної неперервностi на I разом з квазiпохi-

дними до третього порядку включно; при цьому, очевидно, y(x)

задовольняє рiвняння (9.4) майже всюди на I .

Однак, в цьому напрямку можна пiти ще дальше, якщо припу-

стити, що a−1
0 (x) — локально обмежена i вимiрна на iнтервалi I

функцiя, а коефiцiєнти ai(x) = b′i(x) , де bi∈BV +
loc(I), i = 1, 2 ,

є мiрами Стiльтьєса на I . Легко бачити, що за допомогою ве-

ктора Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)
⊤

рiвняння (9.4) зводиться до системи
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вигляду (9.2), причому

C ′(x) =




0 1 0 0

0 0 a−1
0 (x) 0

0 a1(x) 0 −1

a2(x) 0 0 0



,

i тому

∆C(x) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 ∆b1(x) 0 0

∆b2(x) 0 0 0



.

Звiдси для довiльного x ∈ I випливає рiвнiсть
[
∆C(x)

]2
= 0 ,

тобто коректнiсть еквiвалентної рiвнянню (9.4) системи першого

порядку. Вiдтак рiвняння (9.4) має сенс, якщо вiд функцiї y(x)

вимагати, щоб вона разом зi свої першою квазiпохiдною y[1](x)

належали до AC(I) , а квазiпохiднi y[2](x) та y[3](x) були фун-

кцiями з BV +
loc(I) ; при цьому диференцiювання i рiвнiсть в (9.4)

розумiються в сенсi теорiї узагальнених функцiй, тобто як дифе-

ренцiювання i рiвнiсть функцiоналiв. Цей випадок характеризує-

ться тим, що балка несе на собi, окрiм неперервно розподiлених,

ще й зосередженi в деяких точках xs , маси i моменти, при пе-

реходi через якi (точки) згинальний момент y[2](x) i поперечна

сила y[3](x) змiнюються стрибкоподiбно, в той час, як згин y[0](x)

i кут повороту y[1](x) — неперервно.

Наведенi приклади показують, що для кожного конкретного

випадку слiд вводити свої квазiпохiднi, якi (окрiм випадку "зви-

чайних" похiдних) тiсно пов’язанi з коефiцiєнтами вiдповiдного

диференцiального виразу. Надалi, без обмеження загальностi, усi
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(звичайнi) диференцiальнi вирази i вiдповiднi їм диференцiальнi

рiвняння називатимемо квазiдиференцiальними.

Нехай далi ln[y] — квазiдиференцiальний вираз n-го порядку i

ln[y] = 0 (9.5)

вiдповiдне КДР, що за допомогою вектора

Y =
(
y, y[1], . . . , y[n−1]

)
⊤

зводиться до коректної диференцiальної системи

Y ′(x) = C ′(x)Y (x),
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (9.6)

ОЗНАЧЕННЯ 9.1. Функцiї y[k](x), k = 0, n−1
(
y[0](x)

def
= y(x)

)

називатимемо квазiпохiдними в сенсi КДР (9.5).

Зокрема квазiпохiдними в сенсi рiвняння y(n)−
n∑

i=1
ai(x)y

(n−i)=0

є звичайнi похiднi y(k)(x), k = 0, n−1.

ОЗНАЧЕННЯ 9.2. КДР (9.5) називатимемо коректним , якщо ко-

ректна вiдповiдна йому система (9.6).

Як показує приклад iз КДР (9.3), невдалий пiдхiд до вибору

координат вектора Y (x) , тобто квазiпохiдних, може привести до

некоректної системи i навпаки. Бiльше того цей приклад показує,

що при зведеннi до системи слiд уникати виконання операцiї

диференцiювання коефiцiєнтiв.

ОЗНАЧЕННЯ 9.3. Пiд розв’язком КДР (9.5) будемо розумiти

першу координату y(x) вектора Y (x) диференцiальної систе-

ми (9.6), що задовольняє його в узагальненому сенсi, тобто, коли

диференцiювання i рiвнiсть в (9.5) розумiються в сенсi теорiї уза-

гальнених функцiй:
(
ln[y], ϕ

)
= 0, ϕ ∈ D0(I).
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Розглянемо тепер спряжену до (9.6) систему

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x). (9.7)

Нехай Z =
(
z{n−1}, z{n−2}, . . . , z

)
⊤

— невiдома вектор-функцiя.

ОЗНАЧЕННЯ 9.4. КДР

l∗n[z] = 0,

котрому на пiдставi еквiвалентної системи (9.7) в узагальнено-

му сенсi задовольняє остання координата z(x) вектора Z(x) ,

називатимемо спряженим до КДР (9.5). При цьому функцiї

z{k}(x), k = 0, n−1
(
z{0}(x)

def
= z(x)

)
називаються квазiпохiд-

ними в сенсi спряженого КДР.

Всюди далi через y[ · ] i z{ · } ми позначатимемо квазiпохiднi в

сенсi вихiдного i спряженого КДР вiдповiдно. Цим ми дотри-

муємося позначень, вперше введених Д. Шином [124–127]. Вiд-

значимо, що в разi, коли квазiпохiднi y[k](x) в сенсi КДР (9.5)

визначенi, то квазiпохiднi z{k}(x) в сенсi спряженого КДР, як

далi буде показано, визначаються однозначно i навпаки. Цi ква-

зiпохiднi в загальному випадку не спiвпадають.

Для iлюстрацiї розглянемо КДР
(
a0(x)y

′′)′ − a1(x)y
′ − a2(x)y = 0, (9.8)

для якого квазiпохiднi визначимо так: y[1] = y′, y[2] = a0(x)y
′′.

В результатi прийдемо до диференцiальної системи першого по-

рядку 


y

y[1]

y[2]




′

=




0 1 0

0 0 a−1
0 (x)

a2(x) a1(x) 0







y

y[1]

y[2]


. (9.9)
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Якщо припустити, що a−1
0 (x) — обмежена i вимiрна на iнтерва-

лi I функцiя, ai(x) = b′i(x) , де bi ∈ BV +
loc(I), i = 1, 2 , то для

довiльного x ∈ I

[
∆C(x)

]2 ≡




0 0 0

0 0 0

∆b2(x) ∆b1(x) 0




2

= 0,

тобто система (9.6), а разом з нею i КДР (9.8), є коректними.

Спряжена до (9.9) система має вигляд (тут для дещо бiльшої

загальностi функцiї a0(x) , b1(x) , b2(x) вважаємо комплексно-

значними)



z{2}

z{1}

z




′

= −




0 0 a2(x)

1 0 a1(x)

0 a−1
0 0







z{2}

z{1}

z


.

З цiєї системи випливають узагальненi рiвностi

z′ = −a−1
0 z{1},

(
z{1}

)′
= −z{2} − a1(x)z,

(
z{2}

)′
= −a2(x)z,

звiдки z{1} = −a0(x)z′, z{2} = −
(
z{1}

)′ − a1(x)z i
(
a0(x)z

′)′′ −
(
a1(x)z

)′
+ a2(x)z = 0. (9.10)

Таким чином, y[k](x) 6= y{k}(x), k = 1, 2 , а спряжене до (9.8)

рiвняння має вигляд (9.10).
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§ 10. Початкова задача для квазiдиференцiального

рiвняння з мiрами

Розглянемо квазiдиференцiальний вираз

Lmn[y] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

, m, n ∈ N, (10.1)

де y(x) — функцiя, визначена на деякому iнтервалi I дiйсної

осi R . Квазiдиференцiальнi вирази вигляду (10.1) з достатньо

гладкими, а також локально сумовними за Лебегом на iнтервалi I

коефiцiєнтами aij(x) в рiзних аспектах дослiджувались багатьма

авторами (див. бiблiографiю в [72]). Ми ж послаблюємо вимоги

до коефiцiєнтiв квазiдиференцiального виразу (10.1) i всюди далi

вважаємо, що виконуються такi припущення:

(I) a−1
00 (x) — локально обмежена i вимiрна на I функцiя;

(II) ai0, a0j ∈ L2
loc(I), i = 1, n, j = 1,m ;

(III) aij(x) = b′ij(x) , де bij ∈ BV +
loc(I), i = 1, n, j = 1,m .

З наведених умов видно, що у виразi (10.1) виконувати опе-

рацiю (m−j) -кратного диференцiювання не можна через недо-

статню гладкiсть його коефiцiєнтiв. Якщо, навiть, спробувати i

провести диференцiювання в узагальненому сенсi, то вiд розв’яз-

ку y(x) диференцiального рiвняння

Lmn[y] = 0 (10.2)

ми змушенi будемо вимагати достатньої гладкостi для того, щоб

операцiї множення в лiвiй частинi цього рiвняння були законни-

ми (а не лише формальними) з точки зору теорiї узагальнених

функцiй. Усiх цих труднощiв вдається уникнути, якщо стати на

шлях концепцiї введення квазiпохiдних.
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ОЗНАЧЕННЯ 10.1. Квазiпохiдними функцiї y(x) в сенсi

КДР (10.2), назвемо функцiї y[k](x), k=0, n+m , що визна-

чаються формулами

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i), j = 1,m.

(10.3)

Легко бачити, що за допомогою квазiпохiдних (10.3) квазiдифе-

ренцiальний вираз (10.1) можна записати у виглядi

Lmn[y] ≡ y[n+m]. (10.4)

З вiдомих уже причин зрозумiло, що початкову задачу ("задачу

Кошi") для рiвняння (10.2) з початковими значеннями в точцi

x0 ∈ I є сенс ставити лише в термiнах квазiпохiдних:

y[k](x0) = yk0 , k = 0, q−1, (10.5)

де q=m+n , а yk0 , k=0, q−1, — заданi числа. Проблему розв’я-

зностi цiєї задачi вирiшує наступна теорема.

Теорема 10.2. За умов (I)–(III) iснує єдиний розв’язок y(x)

початкової задачi (10.2), (10.5) такий, що квазiпохiднi

y[i](x), i = 0, n−1, належать простору AC(I) , а квазiпохiднi

y[n+j](x), j = 0,m−1, — простору BV +
loc(I) i в точках xs роз-

ривiв функцiй bij(x) мають стрибки, що визначаються фор-

мулами

∆y[n+j](xs) =
n−1∑

i=0

∆bn−i,j+1(xs)y
(i)(xs), j = 0,m−1. (10.6)
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Доведення. Зведемо КДР (10.2) до диференцiальної системи

першого порядку. З вигляду квазiпохiдних (10.3) випливає, що

справджуються такi узагальненi рiвностi:
(
y[i−1]

)′
= y(i), i = 1, n−1;

(
y[n−1]

)′
= a−1

00 (x)y
[n] −

n∑

i=1

a−1
00 (x)ai0(x)y

[n−i];

(
y[n+j−1]

)′
= −y[n+j] + a0j(x)a

−1
00 (x)y

[n]+

+
n∑

i=1

[
aij(x)−a0j(x)a−1

00 (x)ai0(x)
]
y[n−i], j = 1,m.

Якщо використати їх разом з рiвнiстю y[n+m] = 0 , котра, оче-

видно, є наслiдком (10.4) i (10.2), то задачу (10.2), (10.5) можна

переписати у виглядi

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), (10.7)

Y (x0) = Y0, (10.8)

де Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)
⊤

— невiдома вектор-функцiя, визначена

на iнтервалi I, Y0=
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

— заданий вектор поча-

ткових значень, C ′(x) — матриця коефiцiєнтiв системи, що має

блокову структуру, вказану на с. 88.

Вiдзначимо, що умови на коефiцiєнти (I)–(III) дозволяють тлу-

мачити C ′(x) як матричну мiру. Крiм того, цi умови є достатнiми

для коректностi системи (10.7), бо з них випливає, що матриця

стрибкiв ∆C(x) має вигляд
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∆C(x) =




0 0 · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

∆bn1 ∆bn−1,1 · · · ∆b11 0 · · · 0

∆bn2 ∆bn−1,2 · · · ∆b12 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ...

∆bnm ∆bn−1,m · · · ∆b1m 0 · · · 0




(10.9)

Звiдси безпосередньою перевiркою легко переконатися, що

[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (10.10)

Але тодi за теоремою 7.3 задача (10.7), (10.8) еквiвалентна iнте-

гральному рiвнянню

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (10.11)

звiдки вже згiдно теореми 7.4 випливає iснування та єдинiсть її

розв’язку Y (x) з допустимого класу

D
q
C(I) =

{
Y ∈BV +

loc,q(I)
∣∣∣∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀x∈ I

}
.

Оскiльки вiдповiдно до означення 9.3 пiд розв’язком квазiдифе-

ренцiального рiвняння (10.2) розумiємо першу координату y(x)

вектора Y (x) диференцiальної системи (10.7), то звiдси ви-

пливає також iснування i єдинiсть розв’язку початкової зада-

чi (10.2), (10.5).

Доведемо тепер другу частину теореми. Умова стрибка розв’яз-

ку iнтегрального рiвняння (10.11) в точцi xs ∈ I має вигляд

∆Y (xs) = ∆C(xs)Y (xs). (10.12)
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C
′ =

n m

n
m

                            
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                            
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Але тодi на основi структури (10.9) матрицi стрибкiв ∆C(x)

можна зробити висновок, що ∆y[i](xs) = 0 при i=0, n−1 , тобто

розв’язок y(x) i його квазiпохiднi y[i](x) до (n−1) -го порядку

включно принаймнi неперервнi. Бiльше того, оскiльки з (10.11) i

(10.3) випливають рiвностi

y[i](x) = yi0 +

x∫

x0

y[i+1](t)dt = yi0 +

x∫

x0

y(i+1)(t)dt, i = 0, n−2,

де iнтеграл розумiється в сенсi Лебега, то квазiпохiднi y[i](x) при

i = 0, n−2 належать простору AC(I) . При i = n−1 аналогiчна

рiвнiсть також справджується, однак не є такою очевидною, як

попереднi. Дiйсно,

y[n−1](x)=yn−1
0 −

x∫

x0

[an0(t)
a00(t)

y(t)+ an−1,0(t)

a00(t)
y[1](t)+. . .+ a10(t)

a00(t)
y[n−1](t)

]
dt+

+

x∫

x0

a−1
00 (t)y

[n](t)dt = yn−1
0 −

x∫

x0

a−1
00 (t)

n∑

i=1

ai0(t)y
(n−i)(t)dt+

+

x∫

x0

a−1
00 (t)

n∑

i=0

ai0(t)y
(n−i)(t)dt = yn−1

0 +

x∫

x0

y(n)(t)dt.

Крiм того, Y ∈ D
q
C(I) , тому y[n+j] ∈ BV +

loc(I) для j =0,m−1 .

Рiвностi (10.6) випливають iз (10.12), структури матрицi ∆C(x)

i того факту, що згiдно (10.3) квазiпохiднi до (n−1) -го порядку

включно збiгаються зi звичайними похiдними. �

Слiд пiдкреслити ту властивiсть коректних КДР з мiрами, що

стрибки квазiпохiдних їх розв’язкiв однозначно диктуються стру-

ктурою їх коефiцiєнтiв i це виражається формулами (10.6). Цi

формули можна трактувати також як умови спряження при пра-

ктичнiй побудовi розв’язкiв КДР вигляду (10.2).
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§ 11. Спряжене квазiдиференцiальне рiвняння з мiрами

Щоб отримати вигляд спряженого до (10.2) КДР, а також вирази

для його квазiпохiдних, розглянемо згiдно означення 9.4 спряже-

ну до (10.7) узагальнену диференцiальну систему

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x). (11.1)

Використовуючи конкретний вигляд (стор. 88) матрицi C ′(x) ,

приходимо до наступних означень.

ОЗНАЧЕННЯ 11.1. Спряженим до (10.1) називається квазiдифе-

ренцiальний вираз

L∗
mn[z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
aij(x)z

(m−j)
)(n−i)

. (11.2)

ОЗНАЧЕННЯ 11.2. Квазiпохiдними функцiї z(x) в сенсi спря-

женого рiвняння (11.2) назвемо функцiї z{k}(x), k = 0, q , що

визначаються виразами

z{j} = z(j), j = 0,m−1; z{m} = −
m∑

j=0

a0j(x)z
(m−j);

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j), i = 1, n.

(11.3)

При цьому, легко бачити, що z{q} ≡ −L∗
mn[z]. Вiдзначимо та-

кож, що в разi, коли визначенi квазiпохiднi (10.3), то квазiпохiднi

(11.3) визначаються однозначно iз системи (11.1).

Розглянемо тепер початкову задачу

L∗
mn[z] = 0, (11.4)

z{k}(x0) = zk0 , k = 0, q−1, (11.5)

де zk0 , k = 0, q−1, — заданi числа.
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Проблему розв’язностi цiєї задачi вирiшує наступна теорема.

Теорема 11.3. За умов (I)–(III) iснує єдиний розв’язок z(x)

початкової задачi (11.4), (11.5) такий, що квазiпохiднi

z{j}(x), j = 0,m−1, належать простору AC(I) , а квазiпо-

хiднi z{m+i}(x), i = 0, n−1, — простору BV +
loc(I) i в точках

xs розривiв функцiй bij(x) мають стрибки, що визначаються

формулами

∆z{m+i}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆bi+1,m−j(xs)z
(j)(xs), i = 0, n−1. (11.6)

Доведення. Проведемо за схемою доведення теореми 10.2. Ви-

дається ймовiрним, що КДР (11.4) за допомогою квазiпохiдних

(11.3) зводиться до системи (11.1), бо вигляд (11.2) спряжено-

го квазiдиференцiального виразу L∗
mn[z] отримувався зворотнiм

шляхом. Дiйсно, з формул (11.3) випливає, що справджуються

такi узагальненi рiвностi:
(
z{j−1})′ = z(j), j = 1,m−1;

(
z{m−1})′ = −a ß−1

00 (x)z
{m} −

m∑

j=1

a
ß−1

00 (x)a0j(x)z
{m−j};

(
z{m+i−1})′ = −z{m+i} + ai0(x)a

ß−1

00 (x)z
{m}−

−
m∑

j=1

[
aij(x)−ai0(x)a

ß−1

00 (x)a0j(x)
]
z{m−j}, i = 1, n,

причому в останнiй з них z{q}=0 на пiдставi (11.4). Вiдтак за

допомогою вектора Z =
(
z{q−1}, z{q−2}, . . . , z

)
⊤

КДР (11.4) зводи-

ться до системи (11.1). Початковi ж умови (11.5) можна перепи-

сати у виглядi

Z(x0) = Z0, (11.7)



92 Роздiл 2. Основи концепцiї квазiпохiдних

де Z0 =
(
zq−1
0 , zq−2

0 , . . . , z0
)

⊤

— заданий вектор початкових зна-

чень. Система (11.1), вочевидь, коректна, бо
(
∆
[
−C∗(x)

])2
=
(
−
[
∆C(x)

]∗)2
=
([
∆C(x)

]2)∗ ≡ 0,

Тому задача (11.1), (11.7) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

Z(x) = Z0 −
x∫

x0

dC∗(t)Z(t). (11.8)

Звiдси на пiдставi зауваження 5.2 вiдразу випливає iснування i

єдинiсть її розв’язку Z(x) з допустимого класу D
q
C(I) , а вiдтак

i розв’язку z(x) початкової задачi (11.4), (11.5).

Для доведення другої частини теореми використаємо умову

стрибка розв’язку iнтегрального рiвняння (11.8) в точцi xs ∈ I

∆Z(xs) = −∆C∗(xs)Z(xs) (11.9)

i структуру (10.9) матрицi стрибкiв ∆C(x) . Тодi ∆z{j}(xs) = 0

для довiльного j = 0,m−1 , тобто розв’язок z(x) i його ква-

зiпохiднi z{j}(x) до (m− 1) -го порядку включно щонайменше

неперервнi. Позаяк на пiдставi (11.8) i (11.3) справджуються рiв-

ностi

z{j}(x) = zj0 +

x∫

x0

z(j+1)(t)dt, j = 0,m−1,

де iнтеграл розумiється в сенсi Лебега, то квазiпохiднi z{j}(x)

при j =0,m−1 є абсолютно неперервними на I . Крiм того,

Z(x) ∈ D
q
C(I) , тому квазiпохiднi z{m+i}(x), i = 0, n−1, нале-

жать BV +
loc(I) . Рiвностi (11.6) випливають з (11.9), структури

матрицi ∆C(x) i того факту, що згiдно (11.3) квазiпохiднi (в

сенсi спряженого рiвняння) до (m−1) -го порядку включно збiга-

ються зi звичайними похiдними. �
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На завершення, проiлюструємо теореми 10.2 i 11.3 на прикла-

дi КДР другого порядку

L11[y] ≡ −
(
a00(x)y

′)′+a01(x)y′−
(
a10(x)y

)′
+a11(x)y = 0, (11.10)

де a−1
00 (x) — локально обмежена i вимiрна на деякому iнтерва-

лi I ⊂ R функцiя, a10, a01∈L2(I), a11(x) = α′
11(x), α11∈BV +

loc(I).

Тут m = n = 1 , тому згiдно виразiв (10.3) квазiпохiднi визна-

чаються так:

y[0]
def
= y, y[1] = a00(x)y

′ + a10(x)y,

y[2] = −
(
y[1]
)′
+ a01(x)y

′ + a11(x)y,

причому, дiйсно, y[2] ≡ L11[y] .

Еквiвалентна диференцiальна система першого порядку


y

y[1]




′

=




−a−1
00 a10 a−1

00

a11 − a01a
−1
00 a10 a01a

−1
00






y

y[1]


 (11.11)

є системою вигляду (10.7). Розв’зок цiєї системи, що задовольняє

початкову умову
(
y(x0), y

[1](x0)
)
⊤

=
(
y0, y

1
0

)
⊤

є розв’язком век-

торного iнтегрального рiвняння вигляду (10.11), точнiше такої

системи iнтегральних рiвнянь типу Вольтерра-Стiльтьєса:

y(x) = y0 −
∫ x

x0

a10(t)

a00(t)
y(t)dt +

∫ x

x0

1

a00(t)
y[1](t)dt;

y[1](x) = y10 −
∫ x

x0

a01(t)a10(t)

a00(t)
y(t)dt+

+

∫ x

x0

a01(t)

a00(t)
y[1](t)dt +

∫ x

x0

y(t)dα11(t).

(11.12)
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Його стрибок в довiльнiй точцi xs ∈ I визначається рiвнiстю



∆y(xs)

∆y[1](xs)


 =




0 0

∆α11(xs) 0






y(xs)

y[1](xs)


. (11.13)

Звiдси ∆y(xs) = 0 ∀ xs ∈ I , тому функцiя y(x) принаймнi непе-

рервна. Але з першого рiвняння системи (11.12), якщо пригадати

вигляд квазiпохiдної y[1](x) , випливає, що

y(x) = y0 +

x∫

x0

y′(t)dt.

Це означає, що функцiя y(x) вiдновлюється за своєю похiдною

i є локально абсолютно неперервною на iнтервалi I .

Друге ж рiвняння цiєї системи можна переписати так:

y[1](x) = y10 +

x∫

x0

a01(t)y
′(t)dt +

x∫

x0

y(t)dα11(t),

звiдки випливає, що перша квазiпохiдна y[1] належить BV +
loc(I) .

Її ж стрибок в точцi xs ∈ I на пiдставi (11.13) обчислюється за

формулою

∆y[1](xs) = ∆α11(xs) y(xs).

Спряжена до (11.11) система має вигляд


z{1}

z




′

=



a10a

−1
00 a10(x)a

−1
00 a01 − a11

−a−1
00 −a−1

00 a01






z{1}

z


. (11.14)

З другого рiвняння

z′ = −a−1
00 (x)z

{1} − a−1
00 (x)a01(x)z

цiєї системи отримуємо вираз для першої квазiпохiдної
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z{1} = −a00(x)z′ − a01(x)z,

котрий, очевидно, збiгається з виразом (11.3) для m = 1 . Пiд-

ставивши його замiсть z{1} у перше рiвняння
(
z{1}

)′
= a10(x)a

−1
00 (x)z

{1} +
[
a10(x)a

−1
00 (x)a01(x)− a11(x)

]
z

системи (11.14), маємо
(
−a00(x)z′ − a01(x)z

)′
= −a10(x)z′ − a11(x)z

i, отже, спряжене до (11.10) КДР

−
(
a00(x)z

′)′ + a10(x)z
′ −
(
a01(x)z

)′
+ a11(x)z = 0

є частинним випадком (при m = n = 1 ) рiвняння (11.2).

Мiркуючи, як i вище, бачимо, що стрибок розв’язку систе-

ми (11.14) в довiльнiй точцi xs ∈ I визначається рiвнiстю


∆z{1}(xs)

∆z(xs)


 =



0 −∆b̄11(xs)

0 0






z{1}(xs)

z(xs)


,

звiдки

∆z{1}(xs) = −∆b̄11(xs)z(xs), ∆z(xs) = 0 ∀xs ∈ I,

причому так само, як i вище для розв’язку y(x) , можна показати,

що z ∈ AC(I).
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§ 12. Лiнiйна теорiя узагальнених квазiдиференцiальних

рiвнянь

На основi отриманих вище результатiв тепер можна будувати

лiнiйну теорiю однорiдних КДР з мiрами аналогiчно тому, як

це робиться, наприклад, для певних класiв КДР з сумовними

коефiцiєнтами.

Нехай функцiї ϕk(x), k = 1, q, i ψl(x), l = 1, q, є розв’язками

вихiдного

Lmn[y] = 0 (12.1)

i спряженого

L∗
mn[z] = 0 (12.2)

КДР вiдповiдно. Складемо матрицi-функцiї

Φ(x) =




ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕq(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

q (x)
... ... . . . ...

ϕ
[q−1]
1 (x) ϕ

[q−1]
2 (x) · · · ϕ[q−1]

q (x)




та

Ψ(x) =




ψ1(x) ψ2(x) · · · ψq(x)

ψ
{1}
1 (x) ψ

{1}
2 (x) · · · ψ{1}

q (x)

... ... . . . ...

ψ
{q−1}
1 (x) ψ

{q−1}
2 (x) · · · ψ{q−1}

q (x)




Визначники

W (x) ≡ W [ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕq(x)] = det Φ(x)

та

V (x) ≡ V [ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψq(x)] = det Ψ(x)
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називатимемо квазiвронскiанами 1) розв’язкiв ϕk(x) i ψl(x) ,

k, l = 1, q, вiдповiдно.

Мають мiсце наступнi аналоги формул Лiувiлля–Остроградсь-

кого–Якобi2).

Теорема 12.1. Для довiльної точки x0 ∈ I квазiвронскiани

W (x) i V (x) обчислюються за формулами

W (x) = W (x0) exp

{ x∫

x0

a01(t)−a10(t)

a00(t)
dt

}
, (12.3)

V (x) = V (x0) exp

{ x∫

x0

a01(t)−a10(t)

a00(t)
dt

}
. (12.4)

Доведення. Зрозумiло, що Φ(x) задовольняє матричне дифе-

ренцiальне рiвняння

Φ′(x) = C ′(x)Φ(x), (12.5)

де матриця C ′(x) визначена в явному виглядi на стор. 88. Це

рiвняння в свою чергу еквiвалентне матричному iнтегральному

рiвнянню

Φ(x) = Φ(x0) +

x∫

x0

dC(t)Φ(t).

1) ВРОНСЬКИЙ (ГЬОНЕ-ВРОНСЬКИЙ) Юзеф Марiя (HOENE-WROŃSKI Józef
Maria, 1776–1853) — польський математик i фiлософ, професiйний вiйськовий.

2) ОСТРОГРАДСЬКИЙ Михайло Васильович (1801–1861) — український i ро-
сiйський математик, один iз засновникiв Петербурзької математичної школи,
академiк Петербурзької АН (1830).

ЯКОБI Карл Ґустав Якоб (JACOBI Carl Gustav Jacob, 1804–1851) — нiме-
цький математик, професор Кьонiгсберзького унiверситету, iноземний почесний
член Петербурзької АН (1833), член Лондонського королiвського товариства
(1833), Берлiнської АН (1836), Паризької АН (1846).
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Нехай B(x, s) — фундаментальна матриця системи (12.5). Тодi

довiльний її розв’язок з початковим значенням Φ(x0) зображає-

ться у виглядi Φ(x) = B(x, x0)Φ(x0). Вiдтак згiдно [154]

W (x) = W (x0) detB(x, x0) =

= W (x0) · exp
{ x∫

x0

tr
[
dCc(t)

]}
·
∏

s

det
[
Eq + ∆C(xs)

]
,

де Cc(x) — неперервна компонента матрицi-функцiї C(x) .

Зi структури (10.9) матрицi ∆C(x) випливає, що для довiльної

точки розриву xs ∈ I матрицi Eq + ∆C(xs) мають трикутний

вигляд з одиницями на головнiй дiагоналi. Тому
∏

s

det
[
Eq +∆C(xs)

]
= 1.

Крiм того, tr
[
C ′(x)

]
= a01(x)a

−1
00 (x) − a−1

00 a10(x) . Оскiльки

a−1
00 (x) — локально обмежена i вимiрна на iнтервалi I функцiя,

a01, a10 ∈ L2(I) , то tr
[
C ′(x)

]
∈ L(I) , i ми приходимо до формули

(12.3). Доведення формули (12.4) iдентичне. �

Наслiдок 12.2. Якщо tr
[
C ′(x)

]
= tr

[
C ′(x)

]∗
, то

W (x)V (x) = const ∀x ∈ I.

ОЗНАЧЕННЯ 12.3. Розв’язки ϕk(x), k = 1, q, квазiдиференцi-

ального рiвняння (12.1) називаємо лiнiйно незалежними , якщо

рiвнiсть
q∑

k=1

ckϕk(x) = 0

при деяких сталих ck справджується лише тодi, коли ck =0 для

всiх k=1, q, i лiнiйно залежними, якщо хоча б одна зi сталих ck

вiдмiнна вiд нуля.
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ОЗНАЧЕННЯ 12.4. Довiльну лiнiйно незалежну систему розв’яз-

кiв ϕk(x), k=1, q, квазiдиференцiального рiвняння (12.1) нази-

ваємо фундаментальною системою розв’язкiв (ФСР) цього рiвня-

ння.

Зрозумiло, що для побудови будь-якої ФСР достатньо для рiв-

няння (12.1) розв’язати q "задач Кошi" з початковими умова-

ми ϕ
[i−1]
j (x0) = cij, i, j = 1, q, де числа cij вибранi так, що

det{cij} 6= 0 .

Теорема 12.5. Якщо розв’язки ϕk(x), k=1, q, квазiдиферен-

цiального рiвняння (12.1) лiнiйно залежнi, то квазiвронскiан

W (x) цих розв’язкiв тотожно рiвний нулевi на iнтервалi I .

Навпаки, якщо W (x) = 0 хоча б в однiй точцi x0 ∈ I , то

розв’язки ϕk(x), k=1, q, рiвняння (12.1) лiнiйно залежнi.

Доведення. Якщо розв’язки ϕk(x), k = 1, q, рiвняння (12.1)

лiнiйно залежнi, то серед чисел ck знайдеться хоча б одне вiд-

мiнне вiд нуля таке, що
q∑

k=1

ckϕk(x) = 0 для довiльного x ∈ I .

Взявши квазiпохiднi вiд обох частин цiєї рiвностi, приходимо до

однорiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невi-

домих ck :
q∑

k=1

ckϕ
[i−1]
k (x) = 0, i = 1, q. (12.6)

Оскiльки система (12.6) має нетривiальний розв’язок (бо не всi

сталi ck дорiвнюють нулевi), то її визначник W (x) ≡ 0 на I .

Навпаки, нехай iснує точка x0 ∈ I , в якiй W (x0) = 0 . Тодi при

x=x0 iснує нетривiальний розв’язок алгебраїчної системи (12.6),

причому функцiя
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y(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + . . . + cqϕq(x)

є розв’язком КДР (12.1), що задовольняє початковi умови

y[i−1](x0) = 0, i = 1, q.

Оскiльки рiвняння (12.1) однорiдне, то за теоремою iснування i

єдиностi такий розв’язок тотожно рiвний нулевi, тобто
q∑

k=1

ckϕk(x) ≡ 0.

Якщо взяти до уваги, що серед чисел ck iснує хоча б одне вiд-

мiнне вiд нуля (бо розв’язок системи (12.6) при x = x0 нетри-

вiальний), то згiдно означення 12.3 розв’язки ϕk(x), k = 1, q,

лiнiйно залежнi. �

Наслiдок 12.6. Якщо W (x) 6=0 хоча б в однiй точцi x0 ∈ I ,

то розв’язки ϕk(x), k=1, q, квазiдиференцiального рiвнян-

ня (12.1) утворюють ФСР.

Наслiдок 12.7. Загальний розв’язок КДР (12.1) є лiнiйною

комбiнацiєю розв’язкiв ϕk(x), k=1, q, довiльної фiксованої

ФСР:

y(x) =
q∑

k=1

ckϕk(x), ck = const .

Зрозумiло, що усе сказане пiсля наслiдку 12.2 природним чи-

ном поширюється i на випадок спряженого КДР (12.2) з тiєю

лише рiзницею, що замiсть квазiпохiдних ϕ[ · ] i квазiвронс-

кiана W (x) фiгуруватимуть ψ{·} i V (x) .
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§ 13. Структура фундаментальної матрицi

квазiдиференцiального рiвняння з мiрами

Наведенi в цьому параграфi результати не вимагають конкретного

вигляду КДР i є, так би мовити, наслiдком деяких загальних по-

ложень концепцiї квазiпохiдних. Бiльше того, встановлена нижче

структура фундаментальної матрицi, що вiдповiдає абстрактному

КДР, переконує в тому, що така концепцiя — в самiй природi

звичайних диференцiальних рiвнянь. Нехай

ln
[
y(x)

]
= 0 (13.1)

коректне КДР n-порядку, що зводиться до еквiвалентної узагаль-

неної диференцiальної системи першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y (x),
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I, (13.2)

де Y =
(
y, y[1], . . . , y[n−1]

)
⊤

— невiдома вектор-функцiя, а

y[i](x), i=0, n−1, — деяким чином введенi квазiпохiднi.

ОЗНАЧЕННЯ 13.1. Матрицю-функцiю B(x, s) , яка за змiнною

x задовольняє систему (13.2) i в точцi x= s ∈ I початкову умову

B(s, s) =En , назвемо фундаментальною матрицею, що вiдповiдає

КДР (13.1).

ОЗНАЧЕННЯ 13.2. Функцiєю Кошi КДР (13.1) назвемо фун-

кцiю K(x, s) , котра за змiнною x є розв’язком цього рiвняння i

в точцi x= s ∈ I задовольняє початковi умови

K [i](s, s) = 0, i = 0, n−2, K [n−1](s, s) = 1. (13.3)

Нехай також

l∗n[z(x)] = 0 (13.4)

спряжене КДР, а z{j}(x), j = 0, n−1, — вiдповiднi квазiпохiднi.
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ОЗНАЧЕННЯ 13.3. Для достатньо гладкої комплекснозначної

функцiї f(x, s) , що визначена на декартовому добутку I × I

вираз f [i]{j}(x, s) називаємо мiшаною квазiпохiдною (i + j) -го

порядку , якщо спочатку береться i -та квазiпохiдна по (першому

аргументу) x в сенсi вихiдного КДР (13.1), а потiм вiд отрима-

ного результату — j -та квазiпохiдна по (другому аргументу) s в

сенсi спряженого рiвняння (13.4).

Наступне твердження вiдображає той факт, що для функцiї

Кошi K(x, s) результат змiшаного квазiдиференцiювання не за-

лежить вiд порядку його виконання.

Лема 13.4. Якщо K(x, s) — функцiя Кошi КДР (13.1), то

K [i]{j}(x, s) = K{j}[i](x, s). (13.5)

Доведення. Оскiльки за означенням 13.2 функцiя K(x, s) є

розв’язком КДР (13.1), то має мiсце зображення

K(x, s) =
n∑

k=1

ck(s)ϕk(x), (13.6)

де ϕk(x), k = 1, n, — деяка ФСР рiвняння (13.1), а ck(s) —

сталi за змiнною x функцiї, що однозначно визначаються при фi-

ксованому s початковими умовами (13.3). Враховуючи лiнiйнiсть

операцiї обчислення квазiпохiдної i вираз (13.6), маємо

K [i]{j}(x, s) =

(
n∑

k=1

ck(s)ϕ
[i]
k (x)

){j}

=
n∑

k=1

c
{j}
k (s)ϕ

[i]
k (x) =

=

(
n∑

k=1

c
{j}
k (s)ϕk(x)

)[i]

= K{j}[i](x, s).

�
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Теорема 13.5. Фундаментальна матриця B(x, s) , що вiд-

повiдає КДР (13.1), має таку структуру:

B(x, s)=




K{n−1}(x, s) · · · K{1}(x, s) K(x, s)

K{n−1}[1](x, s) · · · K{1}[1](x, s) K [1](x, s)

... . . . ...
...

K{n−1}[n−1](x, s) · · · K{1}[n−1](x, s) K [n−1](x, s)




(13.7)

Доведення. Позначимо елементи матрицi B(x, s) через

βij(x, s), i, j =1, n . Зрозумiло, що згiдно означень 13.1 i 13.2

елементами останнього її стовпця є функцiя Кошi та її послiдовнi

квазiпохiднi до (n−1) -го порядку включно в сенсi КДР (13.1),

тобто βin=K
[i−1](x, s), i=1, n . Вiдтак маємо

B(x, s) =




β11(x, s) β12(x, s) · · · β1,n−1(x, s) K(x, s)

β21(x, s) β22(x, s) · · · β2,n−1(x, s) K [1](x, s)

... ... . . . ... ...

βn1(x, s) βn2(x, s) · · · βn,n−1(x, s) K [n−1](x, s)



.

Якщо далi врахувати комутативнiсть операцiї комплексного спря-

ження i квазiдиференцiювання, то

B∗(x, s) =




β11(x, s) β21(x, s) · · · βn1(x, s)

β12(x, s) β22(x, s) · · · βn2(x, s)

... ... . . . ...

β1,n−1(x, s) β2,n−1(x, s) · · · βn,n−1(x, s)

K(x, s) K
[1]
(x, s) · · · K [n−1]

(x, s)




.
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Але на пiдставi зауваження 5.2 матриця B∗(x, s) за змiнною s

є розв’язком спряженої системи



z{n−1}
...
z{1}

z




′

= −
(
C ′(s)

)∗ ·




z{n−1}
...
z{1}

z


,

а це означає, що всi рядки цiєї матрицi (точнiше, їх елемен-

ти), починаючи з передостаннього є послiдовними квазiпохiдни-

ми останнього рядка по s в сенсi спряженого рiвняння (13.4).

Тому

B∗(x, s)=




K
{n−1}

(x, s)K
[1]{n−1}

(x, s) · · ·K [n−1]{n−1}
(x, s)

K
{n−2}

(x, s)K
[1]{n−2}

(x, s) · · ·K [n−1]{n−2}
(x, s)

... ... . . . ...

K
{1}
(x, s) K

[1]{1}
(x, s) · · · K [n−1]{1}

(x, s)

K(x, s) K
[1]
(x, s) · · · K

[n−1]
(x, s)




(13.8)

Виконуючи повторно операцiю спряження i враховуючи рiвнiсть

(13.5), приходимо до формули (13.7). �

Наслiдок 13.6. Якщо B̃(x, s) — фундаментальна матриця,

що вiдповiдає спряженому до (13.1) КДР (13.4), то

B̃(x, s) ≡
(
B−1(x, s)

)∗
= B∗(s, x) =

=




K
{n−1}

(s, x) K
[1]{n−1}

(s, x) · · · K [n−1]{n−1}
(s, x)

...
... . . . ...

K
{1}
(s, x) K

[1]{1}
(s, x) · · · K

[n−1]{1}
(s, x)

K(s, x) K
[1]
(s, x) · · · K

[n−1]
(s, x)



,

якщо при цьому скористатися (13.8).
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Останнiй результат дозволяє встановити тiсний зв’язок мiж

розв’язками вихiдного i спряженого КДР.

ОЗНАЧЕННЯ 13.7. Функцiєю Кошi спряженого КДР (13.4) на-

зиваємо функцiю K̃(x, s) , яка за змiнною x задовольняє це рiв-

няння i в точцi x = s початковi умови

K̃{j}
x (s, s) = 0, j = 0, n−2, K̃{n−1}

x (s, s) = 1.

(тут iндекс "x " вказує на те, що квазiпохiдна в сенсi спряженого

рiвняння береться за змiнною x ).

Зi структури матрицi-функцiї B̃(x, s) вiдразу випливає, що

K̃(x, s) ≡K(s, x).

Наслiдок 13.8. Функцiї K{j}(x, s), j = 0, n−1, утворюють

нормальну в точцi x = s фундаментальну систему розв’язкiв

КДР (13.1).

Наслiдок 13.9. ФункцiяK(s, x) та її послiдовнi квазiпохiд-

нi K
[i]
(s, x), i = 1, n−1, за змiнною s в сенсi вихiдного рiвнян-

ня (13.1) утворюють нормальну в точцi x = s фундаменталь-

ну систему розв’язкiв спряженого КДР (13.4).
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§ 14. Конструкцiя елементiв фундаментальної матрицi

У попередньому параграфi для довiльного абстрактного КДР ми

описали за допомогою однiєї лише функцiї Кошi K(x, s) та її змi-

шаних квазiпохiдних в сенсi вихiдного i спряженого рiвнянь стру-

ктуру нормальної при x= s фундаментальної матрицi B(x, s) ,

що вiдповiдає цьому рiвнянню. Однак, при дослiдженнi задач

як прикладного, так i теоретичного характеру не менш важли-

во знати також конструкцiю елементiв цiєї матрицi, тобто вмiти

конструктивно будувати саму функцiю Кошi та її мiшанi квазiпо-

хiднi. Спосiб їх побудови через ФСР якраз i є предметом розгляду

цього параграфу.

Якщо користуватись означенням (13.2), то для побудови функ-

цiї Кошi K(x, s) КДР (13.1) необхiдно розв’язати неоднорiдну

систему n лiнiйних алгебраїчних рiвнянь




n∑
k=1

ckϕ
[i]
k (s) = 0, i = 0, n− 2;

n∑
k=1

ckϕ
[n−1]
k (s) = 1,

де ϕk, k = 1, n, — довiльна ФСР рiвняння (13.1). Якщо це

робити, н-д, методом Крамера3), то потрiбно обчислити n+1 ви-

значникiв n -го порядку.

Наступне твердження зводить процес побудови функцiї Кошi

(так само її мiшаних квазiпохiдних) до обчислення лише двох

визначникiв n -го порядку.

3) КРАМЕР Ґабрiель (CRAMER Gabriel, 1704-1752) — швейцарський матема-
тик, учень Й. Бернуллi, професор Женевської академiї.
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Теорема 14.1. Нехай ϕk(x), k=1, n, — довiльна фундамен-

тальна система розв’язкiв КДР (13.1), а W (x) — її квазiврон-

скiан, тобто

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

n (x)
...

... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (x) ϕ

[n−1]
2 (x) · · · ϕ[n−1]

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Тодi функцiя Кошi цього рiвняння K(x, s) та її мiшанi квазi-

похiднi (i+j) -го порядку (i, j = 0, n−1) мають вигляд

K [i]{j}(x, s)=
1

W (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) ϕ2(s) · · · ϕn(s)

ϕ
[1]
1 (s) ϕ

[1]
2 (s) · · · ϕ[1]

n (s)
...

... . . . ...

ϕ
[n−j−2]
1 (s) ϕ

[n−j−2]
2 (s) · · · ϕ[n−j−2]

n (s)

ϕ
[i]
1 (x) ϕ

[i]
2 (x) · · · ϕ[i]

n (x)

ϕ
[n−j]
1 (s) ϕ

[n−j]
2 (s) · · · ϕ[n−j]

n (s)
...

... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (s) ϕ

[n−1]
2 (s) · · · ϕ[n−1]

n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (14.1)

де рядок
(
ϕ

[i]
1 (x) ϕ

[i]
2 (x) . . . ϕ[i]

n (x)
)

має номер n−j (або j+1 ,

рахуючи знизу).

Доведення. Нехай

Φ(x) =




ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

n (x)
... ... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (x) ϕ

[n−1]
2 (x) · · · ϕ[n−1]

n (x)




iнтегральна матриця диференцiальної системи (13.2), котра
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вiдповiдає КДР (13.1). Тодi, як вiдомо [52, c. 271], фундамен-

тальна матриця цiєї системи

B(x, s) = Φ(x)Φ−1(s) = Φ(x)
A(s)

W (s)
, (14.2)

де

A(s) =




A11(s) A21(s) · · · An1(s)

A12(s) A22(s) · · · An2(s)
... ... . . . ...

A1n(s) A2n(s) · · · Ann(s)




— матриця, складена з алгебраїчних доповнень Aik(s), i,k=1,n,

до елементiв ϕ
[i−1]
k (s) iнтегральної матрицi Φ(s) . Виконуючи

множення матриць у правiй частинi рiвностi (14.2) i використо-

вуючи структуру (13.7) фундаментальної матрицi, маємо

K [i]{j}(x, s) =
1

W (s)

n∑

k=1

ϕ
[i]
k (x)An−j,k(s), i, j = 0, n−1.

Вираз справа в останнiй рiвностi якраз i є розкладом визнач-

ника (14.1) за елементами (n−j) -го рядка. �

З рiвностi (14.1) випливає, що функцiя Кошi КДР (13.1)

K(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) ϕ2(s) · · · ϕn(s)

ϕ
[1]
1 (s) ϕ

[1]
2 (s) · · · ϕ[1]

n (s)
... ... . . . ...

ϕ
[n−2]
1 (s) ϕ

[n−2]
2 (s) · · · ϕ[n−2]

n (s)

ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (14.3)

Цей вираз є "квазiдиференцiальним" аналогом вiдомої фор-

мули для функцiї Кошi звичайного диференцiального рiв-

няння [46, c. 100].
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З наслiдку 13.8 i рiвностi (14.1) випливає також, що функцiї

K{j}(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) ϕ2(s) · · · ϕn(s)

ϕ
[1]
1 (s) ϕ

[1]
2 (s) · · · ϕ[1]

n (s)
... ... . . . ...

ϕ
[n−j−2]
1 (s) ϕ

[n−j−2]
2 (s) · · · ϕ[n−j−2]

n (s)

ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

ϕ
[n−j]
1 (s) ϕ

[n−j]
2 (s) · · · ϕ[n−j]

n (s)
... ... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (s) ϕ

[n−1]
2 (s) · · · ϕ[n−1]

n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

де j = 0, n−1, утворюють нормальну в точцi x = s фундамен-

тальну систему розв’язкiв КДР (13.1).

Приклад 14.2. Побудуємо функцiю Кошi звичайного дифе-

ренцiального рiвняння 2-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

y′′ + py′ + qy = 0. (14.4)

H Вiдповiдне характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + pλ + q = 0,

а його дискримiнант D = p2−4q . Вiдтак розглянемо три випадки:

1) p2−4q < 0 . В цьому випадку характеристичне рiвняння має

пару комплексно спряжених коренiв λ1,2 = −p
2
∓ i

√
4q−p2

2
, тому

фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (14.4) утворюють

функцiї

ϕ1(x) = e−
p
2x cos

√
4q−p2
2

x, ϕ2(x) = e−
p
2x sin

√
4q−p2
2

x.

На рiвняння (14.4) можна дивитись як на КДР, для якого квазi-

похiдними є звичайнi похiднi. Вiдтак (квазi)вронскiан розв’язкiв

ϕ1(x) , ϕ2(x) має вигляд (тут для зручностi запису позначено
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α ≡ −p
2
, β ≡

√
4q−p2

2
)

W (x)=

∣∣∣∣∣
eαx cos βx eαx sinβx

eαx (α cosβx−β sin βx) eαx (α sin βx+β cos βx)

∣∣∣∣∣=βe
2αx.

Тодi за формулою (14.3) маємо

K(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ2(s)

ϕ1(x) ϕ2(x)

∣∣∣∣∣ =

=
1

βe2αs

∣∣∣∣∣
eαs cos βs eαs sin βs

eαx cos βx eαx sin βx

∣∣∣∣∣ =
eα(x−s) sinβ(x−s)

β

або остаточно

K(x, s) =
e−

p
2 (x−s) sin

√
4q−p2

2
(x−s)√

4q−p2

2

. (14.5)

2) p2 − 4q = 0 . В цьому випадку достатньо здiйснити гранич-

ний перехiд при p2−4q → 0 у формулi (14.5) i використати першу

визначну границю. В результатi функцiя Кошi матиме вигляд

K(x, s) = (x−s)e−p
2(x−s).

3) p2 − 4q > 0 . Для отримання вигляду функцiї Кошi в цьо-

му випадку модифiкуємо формулу (14.5), використавши вiдому

рiвнiсть sin ix = i shx . Тодi

K(x, s) =
e−

p
2(x−s) sin i

√
p2−4q

2
(x−s)

i

√
p2−4q

2

=
e−

p
2 (x−s) sh

√
p2−4q

2
(x−s)√

p2−4q

2

.

N
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§ 15. Неоднорiдне квазiдиференцiальне рiвняння

з розподiлами

Розглянемо неоднорiдне КДР

Lmn[y] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
l∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x),

(15.1)

коефiцiєнти aij(x) якого справджують вказанi в §10 припущення

(I)–(III), а права частина задовольняє умову

(IV) fk ∈ BV +
loc(I), k = 0, l .

Найперше поставимо собi за мету з’ясувати, при якому най-

бiльшому значеннi l рiвняння (15.1) є коректним. Вiдповiдь на

це питання дає наступне твердження.

Теорема 15.1. Якщо l6m− 1 , то за умов (I)–(IV) КДР

(15.1) коректне, тобто зводиться до коректної диференцiаль-

ної системи.

Доведення. Вважаючи, що 0 6 l 6 m−1 , введемо квазiпохiднi

y[ν](x) , ν = 0, q, в сенсi КДР (15.1) у такий спосiб:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i), j=1,m−l−1;

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i)+ f ′

m−j(x),

j=m−l,m.

(15.2)

Вiдзначимо, що при цьому y[q] ≡ Lmn[y]−
l∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x) .
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Як i при доведеннi теореми 10.2, за допомогою вектора

Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)⊤

зведемо тепер вже неоднорiдне КДР (15.1) до узагальненої дифе-

ренцiальної системи першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y (x) + F ′(x), (15.3)

де матриця-мiра C ′(x) та сама, що i вище (див. с. 88), а

F ′(x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q−l−1

, f ′
l (x), f

′
l−1(x), . . . , f

′
0(x)

)
⊤

. (15.4)

Оскiльки вiдповiдна однорiдна диференцiальна система (10.7)

коректна (бо справджується умова (10.10)), то за теоремою 7.6

для коректностi cистеми (15.3) достатньо виконання умови

∆C(x)∆F (x) = 0 ∀ x ∈ I, (15.5)

яка перевiряється безпосередньо з врахуванням структури (10.9)

матрицi стрибкiв ∆C(x) , вигляду вектора стрибкiв

∆F (x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q−l−1

,∆fl(x),∆fl−1(x), . . . ,∆f0(x)
)
⊤

(15.6)

i того факту, що l 6 m−1.

Якщо тепер спробувати збiльшити верхню межу для l хоча

б на одиницю i покласти l = m , то модифiкувавши для цього

випадку квазiпохiднi (15.2) за правилом

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i) + f ′

m(x);

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i) + f ′

m−j(x), j = 1,m,

(15.7)
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прийдемо до системи вигляду (15.3), де вектор

F ′(x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,−a−1
00 (x)f

′
m(x), f

′
m−1(x), . . . , f

′
0(x)

)⊤
.

Тодi вектор стрибкiв ∆F (x) має вигляд

∆F (x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,−a−1
00 (x)∆fm(x),∆fm−1(x), . . . ,∆f0(x)

)⊤

i, очевидно, без додаткових обмежень на функцiю fm(x) або кое-

фiцiєнти a1j(x), j =1,m, умова коректностi (15.5) виконуватись

не буде. �

З цiєї теореми випливає, що порядок найстаршої похiдної у

правiй частинi КДР (15.1) не може перевищувати числа m . Iнак-

ше (тобто, коли l >m ) для виконання умови (15.5) необхiдно на-

класти додатковi обмеження (типу неперервностi) або на функцiї

fk(x) , або на коефiцiєнти aij(x) . Тому квазiдиференцiальнi рiв-

няння вигляду (10.1) при l > m є умовно коректними.

Для прикладу розглянемо КДР 3-го порядку

y′′′ +
(
a10(x)y

′)′ − a11(x)y
′ +
(
a20(x)y

)′ − a21(x)y =

= f ′
0(x)− f ′′

1 (x), (15.8)

де ai1(x) = b′i1(x) , bi1, fi−1 ∈ BV +
loc(I) , ai0 ∈ L(I), i = 1, 2 .

Перепишемо рiвняння (15.8) у виглядi
(
y′′+a10(x)y

′+a20(x)y+f
′
1(x)

)′−
(
a11(x)y

′+a21(x)y+f
′
0(x)

)
= 0.

Звiдси видно, що квазiпохiднi доцiльно ввести таким чином (див.

також (15.7)):

y[1] = y′, y[2] = y′′ + a10(x)y
′ + a20(x)y + f ′

1(x).
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З їх допомогою рiвняння (15.8) перепишемо у виглядi диферен-

цiальної системи першого порядку



y

y[1]

y[2]




′

=




0 1 0

−a20(x) −a10(x) 1

a21(x) a11(x) 0







y

y[1]

y[2]


 +




0

f ′
1(x)

f ′
0(x)


.

Далi внаслiдок накладених на коефiцiєнти вимог маємо

∆C(x) =




0 0 0

0 0 0

∆b21(x) ∆b11(x) 0


, ∆F (x) =




0

∆f1(x)

∆f0(x)


.

Вiдтак умова (10.10) справджується, а умова (15.5) виконується,

якщо i тiльки якщо ∆b11(x) ·∆f1(x) = 0 ∀ x ∈ I , тобто, коли

принаймнi одна з двох функцiй b11(x) i f1(x) неперервна.

Початкову задачу для рiвняння (15.1) слiд ставити в термiнах

квазiпохiдних (15.2):

y[ν](x0) = yν0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I, (15.9)

де yν0 , ν = 0, q−1, — заданi числа.

Теорема 15.2. За умов (I)–(IV) для довiльного 0 6 l 6 m−1

iснує єдиний розв’язок початкової задачi (15.1), (15.9), який

зображається у виглядi

y(x) =
q−1∑

ν=0

K{ν}(x, x0)y
q−ν−1
0 +

l∑

k=0

x∫

x0

K{k}(x, s)dfk(s) (15.10)

(тут K(x, s) — функцiя Кошi однорiдного КДР Lmn[y] = 0 )

i такий, що квазiпохiднi y[i](x), i = 0, n−1, належать про-

стору AC(I) , а квазiпохiднi y[n+j−1](x), j = 1,m, — просто-

ру BV +
loc(I) та в точках xs розривiв функцiй bij(x) i fk(x)
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мають стрибки, що визначаються формулами

∆y[n+j−1](xs)=
n−1∑

i=0

∆bn−i,j(xs)y
(i)(xs), j = 1,m−l−1,

∆y[n+j−1](xs)=
n−1∑

i=0

∆bn−i,j(xs)y
(i)(xs)+∆fm−j(xs),

j = m−l,m.

(15.11)

Доведення. Початкова задача (15.1), (15.9) еквiвалентна

початковiй задачi для неоднорiдної диференцiальної системи

першого порядку (15.3) з початковою умовою Y (x0) =Y0 , де

Y0=
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

— заданий вектор початкових значень. За

умов (10.10) i (15.5) остання задача в свою чергу рiвносильна

(див. §7) неоднорiдному iнтегральному рiвннянню

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0), (15.12)

розв’язок якого за теоремою 4.1 (з врахуванням при цьому умо-

ви (15.5)) єдиним чином зображається у виглядi

Y (x) = B(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B(x, s)dF (s), (15.13)

де B(x, s) — фундаментальна матриця, що вiдповiдає КДР

Lmn[y] = 0.

Якщо врахувати структуру (13.7) цiєї матрицi, вигляд (15.4) век-

тора F (x) , а також наслiдок 13.8, то рiвнiсть (15.13) для першої

координати y(x) вектора Y (x) спiвпадає iз зображенням (15.10).
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При нагодi вiдзначимо, що рiвнiсть (15.13) для решти координат

вектора Y (x) дає зображення квазiпохiдних розв’язку (15.10).

Оскiльки, крiм цього,

∆Y (xs) = ∆C(xs)Y (xs) + ∆F (xs), (15.14)

то, використовуючи (10.9) i (15.6), пiсля покоординатного запису

матричної рiвностi (15.14) приходимо до умов стрибкiв (15.11) i

умов неперервностi квазiпохiдних y[i](x) для i = 0, n− 1 .

Нарештi, на пiдставi (15.12), (15.4) i (15.2) для l (0 6 l 6 m−1)
справджуються рiвностi

y[i](x) = yi0 +

x∫

x0

y(i+1)(t)dt, i=0, n−1,

де iнтеграл розумiється в сенсi Лебега, а тому квазiпохiднi

y[i](x), i=0, n−1, є абсолютно неперервними на iнтервалi I

функцiями. �

Важливим з прикладної точки зору є неоднорiдне КДР

Lmn[y] = (−1)k+1δ(k+1)(x− x0), 0 6 k 6 m−1, (15.15)

де δ(k+1)(x−x0) — (k+1) -ша узагальнена похiдна вiд δ -функцiї

Дiрака з носiєм у точцi x0 ∈ I .

Теорема 15.3. За умов (I)–(III) розв’язок КДР (15.15), який

задовольняє нульовi початковi умови, має вигляд

y(x) = K{k}(x, x0)H(x−x0). (15.16)
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Доведення. У розглядуваному випадку вектор F (x) , що фi-

гурує в узагальненiй диференцiальнiй системi (15.3), має вигляд

F (x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q−k−1

, H(x−x0), 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

)
⊤

.

Оскiльки при Y0 = 0 розв’язок (15.13) цiєї системи

Y (x) =

x∫

x0

B(x, s)dF (s) =

=

x∫

x0




K{q−1}(x, s) · · · K{k}(x, s) · · · K(x, s)
... . . . .

...

K [q−1]{q−1}(x, s) . . . . K [q−1](x, s)







dc1...
dH(s− x0)...

dcq



,

то перша координата y(x) вектора Y (x) набуде вигляду

y(x) =

x∫

x0

K{k}(x, s)dH(s−x0) ≡ K{k}(x, x0)H(x−x0),

що спiвпадає з (15.16). �

За аналогiєю доводяться два наступнi твердження, доведення

яких ми залишаємо читачевi.

Теорема 15.4. За умов (I)–(III) неоднорiдне КДР

L∗
mn[z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
aij(x)z

(m−j)
)(n−i)

=
l∑

k=0

(−1)k+1g
(k+1)
k (x),

(15.17)

де gk ∈ BV +
loc(I), k = 0, l , є коректним, якщо l 6 n−1 .
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Теорема 15.5. За умов (I)–(III) для довiльного 06 l6n−1

iснує єдиний розв’язок КДР (15.17), який задовольняє почат-

ковi умови

z{ν}(x0) = zν0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I,

де zν0 , ν = 0, q−1, — заданi числа.

Цей розв’язок зображається у виглядi

z(x) =
q−1∑

ν=0

K
[ν]
(x0, x)z

q−ν−1
0 +

l∑

k=0

x∫

x0

K
[k]
(s, x)dgk(s),

причому квазiпохiднi z{j}(x), j = 0,m−1, належать до про-

стору AC(I) , а квазiпохiднi z{m+i−1}(x), i = 1, n, — до просто-

ру BV +
loc(I) i в точках xs розривiв функцiй bij i gk(x) мають

стрибки, що визначаються формулами

∆z{m+i−1}(xs)=−
m−1∑

j=0

∆b̄i,m−j(xs)z
(j)(xs), i = 1, n−l−1,

∆z{m+i−1}(xs)=−
m−1∑

j=0

∆b̄i,m−j(xs)z
(j)(xs)+∆gn−i(xs), i = n−l, n.

Вiдзначимо лише, що квазiпохiднi z{ν}(x), ν = 0, q, у випадку

КДР (15.17) доцiльно вводити у такий спосiб:

z{j} = z(j), j = 0,m−1; z{m} = −
m∑

j=0

a0j(x)z
(m−j);

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j), i = 1, n−l−1;

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j) + g′n−i(x), i = n−l, n.
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§ 16. Узагальнене звичайне диференцiальне рiвняння

Для математикiв цiкавим (як з теоретичної, так i з практичної

точок зору) є звичайний диференцiальний вираз

Ln[y] ≡ y(n) −
n∑

i=1

ai(x)y
(n−i), n = 1, 2, . . . (16.1)

з узагальненими коефiцiєнтами

ai(x) = b′i(x), bi ∈ BV +
loc(I), i = 1, n.

На перший погляд видається, що диференцiальний вираз Ln[y]

є частинним випадком квазiдиференцiального виразу Lmn[y] ви-

гляду (10.1), якщо в останньому покласти m = 0 , a00(x) ≡ 1 ,

ai0(x) ≡ −ai(x) ∀ i = 1, n . Однак, в такому частинному випад-

ку ми б отримали диференцiальний вираз iз сумовними4) за Ле-

бегом коефiцiєнтами, в той час, як у диференцiальному виразi

(16.1) умови на коефiцiєнти суттєво послабленi. Тим не менше,

результати §§ 10–15 легко адаптувати для випадку диференцiаль-

ного виразу (16.1), маючи згiдно (10.3) на увазi, що квазiпохiднi

y[i](x), i = 0, n−1, диференцiального виразу Ln[y] збiгаються зi

звичайними похiдними y(i)(x) .

Найперше з’ясуємо, яке додаткове обмеження потрiбно накла-

сти на функцiю b1(x) , щоб диференцiальне рiвняння

Ln[y] = 0 (16.2)

було коректним.

4) Зi структури матрицi C ′(x) (див. с. 88) видно, що за рахунок гладкостi
функцiї a00(x) ≡ 1 умову (II) можна замiнити на умову ai0 ∈ L(I), i = 1, n .
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Теорема 16.1. Для коректностi диференцiального рiвняння

(16.2) необхiдно i досить виконання рiвностi

∆b1(x) = 0 ∀ x ∈ I. (16.3)

Доведення достатностi. Рiвняння (16.2) звичайним чином

зводиться до еквiвалентної узагальненої диференцiальної систе-

ми першого порядку



y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)




′

=




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

an(x) an−1(x) an−2(x) · · · a1(x)







y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)




. (16.4)

Матриця стрибкiв для цiєї системи має вигляд

∆C(x) =




0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 0

∆bn(x) ∆bn−1(x) ∆bn−2(x) · · · ∆b1(x)




(16.5)

i, очевидно, за виконання умови (16.3) справджує рiвнiсть
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I, (16.6)

тобто є коректною (разом з рiвнянням (16.2)).

Доведення необхiдностi. Навпаки, з умови (16.6) вiдповiдно

до структури (16.5) матрицi стрибкiв ∆C(x) випливають рiвностi

∆b1(x)∆bi(x) = 0 ∀ i = 1, n, ∀ x ∈ I, (16.7)

звiдки з необхiднiстю ∆b1(x) ≡ 0 на I . �
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З цiєї теореми випливає, що мiра a1(x) не повинна мiстити

на I дискретної компоненти або, iншими словами, b1(x) — не-

перервна функцiя локально обмеженої на I варiацiї. Всюди далi

умову (16.3) вважаємо виконаною.

Для диференцiального рiвняння (16.2) має сенс задача Кошi,

поставлена в точцi x0 ∈ I в термiнах звичайних похiдних:

y(i)(x0) = yi0, yi0 ∈ R, i = 0, n−1, (16.8)

Теорема 16.2. За умови (16.3) iснує єдиний розв’язок y(x)

задачi Кошi (16.2), (16.8) такий, що похiднi y(i)(x), i = 0, n−2,

належать простору AC(I) , а похiдна y(n−1)(x) — просто-

ру BV +
loc(I) i в точках xs ∈ I розривiв функцiй bi(x), i = 2, n,

має стрибки, що визначаються формулою

∆y(n−1)(xs) =
n−2∑

i=0

∆bn−i(xs)y
(i)(xs).

Доведення цього твердження практично iдентичне доведенню

теореми 10.2 i ми його опускаємо.

Для встановлення вигляду спряженого до (16.2) рiвняння, як

i ранiше (див. §§ 9,11), спочатку побудуємо спряжену до (16.4)

диференцiальну систему першого порядку:



z{n−1}

z{n−2}

z{n−3}

...

z{1}

z




′

= −




0 0 · · · 0 0 an(x)

1 0 · · · 0 0 an−1(x)

0 1 · · · 0 0 an−2(x)
... ... . . . ... ... ...

0 0 · · · 1 0 a2(x)

0 0 · · · 0 1 a1(x)







z{n−1}

z{n−2}

z{n−3}

...

z{1}

z




. (16.9)
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Покординатний запис приводить до такої системи узагальнених

рiвностей:

z′ = −z{1} − a1(x)z
(
z{1}

)′
= −z{2} − a2(x)z

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(
z{n−2})′ = −z{n−1} − an−1(x)z
(
z{n−1})′ = −an(x)z

(16.10)

Звiдси отримуємо вирази для квазiпохiдних z{i}(x), i = 1, n−1,

в сенсi спряженого рiвняння
(
z{0}(x)

def
= z(x)

)
:

z{i} = −
(
z{i−1})′ − ai(x)z, i = 1, n− 1. (16.11)

Остання у (16.10) рiвнiсть
(
z{n−1})′ + an(x)z = 0,

записана в розгорнутому виглядi

L∗
n[z] ≡ (−1)nz(n) −

n∑

i=1

(−1)n−i
(
ai(x)z

)(n−i)
= 0, (16.12)

якраз i є, як бачимо, спряженим до (16.2) квазiдиференцiальним

рiвнянням. При нагодi вiдзначимо, що, поклавши у КДР (11.2)

m = 0 , a00(x) ≡ 1 , ai0(x) ≡ −ai(x) ∀ i = 1, n , ми отримаємо

рiвняння iз сумовними за Лебегом коефiцiєнтами, котре (лише

формально) збiгається з КДР (16.12).

Якщо тепер до рiвняння (16.12) приєднати початковi умови

z{i}(x0) = zi0, i = 0,n−1, (16.13)

де zi0, i = 0, n−1, — заданi числа, то має мiсце аналог теоре-

ми 11.3.
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Теорема 16.3. За умови (16.3) iснує єдиний розв’язок z(x)

початкової задачi (16.12), (16.13), який є неперервною на iн-

тервалi I функцiєю локально обмеженої варiацiї, а його ква-

зiпохiднi z{i}(x), i = 1, n−1, належать простору BV +
loc(I) i в

точках xs розривiв функцiй bi(x), i = 2, n, мають стрибки,

що визначаються формулами

∆z{i}(xs) = −∆b̄i+1(xs)z(xs), i = 1, n−1.

ЗАУВАЖЕННЯ 16.4. Для диференцiального рiвняння (16.2)

iз сумовними коефiцiєнтами вирази (16.11) для квазiпохiдних

z{i}(x) , фактично, зустрiчаються в [52, c. 277], де показано та-

кож зв’язок спряженого рiвняння зi спряженою системою першого

порядку.

ЗАУВАЖЕННЯ 16.5. Якщо b1∈AC(I) (тобто коефiцiєнт a1(x)

локально сумовний за Лебегом), то розв’язок спряженого рiв-

няння (16.12) z ∈AC(I) . В загальному ж випадку (коли a1(x)

мiстить сингулярну компоненту) розв’язок z(x) є лише неперерв-

ною функцiєю локально обмеженої на iнтервалi I варiацiї.

Нехай detW (x) — (квазi)вронскiан диференцiального рiвнян-

ня (16.2), а det V (x) — (квазi)вронскiан спряженого рiвнян-

ня (16.12). Зi структури матрицi C ′(x) диференцiальної систе-

ми (16.4) бачимо, що

trC ′(x) = a1(x), tr
(
−C∗′(x)

)
= −a1(x),

det
[
En + ∆C(xs)

]
= det

[
En −∆C∗(xs)

]
≡ 1 ∀ xs ∈ I,

тому аналоги (12.3), (12.4) формули Лiувiлля-Остроградського-

Якобi у цьому випадку мають вигляд
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detW (x) = detW (x0) · exp
{ x∫

x0

db1(x)

}
,

det V (x) = detV (x0) · exp
{
−

x∫

x0

db̄1(x)

}
.

Далi нехай K(x, s) — класична функцiя Кошi диференцiаль-

ного рiвняння (16.2). Вiдповiдно до результатiв §12, що мають

мiсце для коректного КДР довiльного вигляду, справджуються

наступнi твердження.

Теорема 16.6. Фундаментальна матриця B(x, s) , що вiдпо-

вiдає диференцiальному рiвнянню (16.2), має таку структуру:

B(x, s) =




K{n−1}(x, s) · · · K{1}(x, s) K(x, s)

K(1){n−1}(x, s) · · · K(1){1}(x, s) K(1)(x, s)

... . . . ...
...

K(n−1){n−1}(x, s) · · · K(n−1){1}(x, s) K(n−1)(x, s)



,

де квазiпохiднi в сенсi спряженого рiвняння (16.12) визнача-

ються виразами (16.11).

Наслiдок 16.7. Функцiя Кошi K(x, s) та її послiдовнi ква-

зiпохiднi до (n−1) -го порядку включно в сенсi спряженого рiв-

няння (16.12) утворюють нормальну в точцi x = s фундамен-

тальну систему розв’язкiв диференцiального рiвняння (16.2).

Наслiдок 16.8. Фундаментальна матриця B̃(x, s) , що вiд-

повiдає спряженому диференцiальному рiвнянню (16.12), має

таку структуру:
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B̃(x, s) =




K
{n−1}

(s, x) K
(1){n−1}

(s, x) · · · K (n−1){n−1}
(s, x)

...
... . . . ...

K
{1}
(s, x) K

(1){1}
(s, x) · · · K

(n−1){1}
(s, x)

K(s, x) K
(1)
(s, x) · · · K

(n−1)
(s, x)



.

Наслiдок 16.9. Функцiя K(s, x) та її послiдовнi похiднi за

змiнною s утворюють нормальну в точцi x= s фундамен-

тальну систему розв’язкiв спряженого диференцiального рiв-

няння (16.12).

Розглянемо тепер неоднорiдне диференцiальне рiвняння

Ln[y] = f (k)(x) (16.14)

i з’ясуємо, при якому значеннi k гарантується коректнiсть цього

рiвняння.

Покладемо k = 1 . Тодi диференцiальне рiвняння (16.14) зви-

чайним чином зводиться до неоднорiдної узагальненої диферен-

цiальної системи першого порядку



y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)




′

=




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

an an−1 an−2 · · · a1







y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)




+




0

0
...

0

f ′




. (16.15)

Оскiльки ∆F (x) =
(
0, 0, . . . , 0,∆f(x)

)
⊤

, а матриця стрибкiв

∆C(x) має вигляд (16.5), то за умови (16.3), безперечно, справ-

джується рiвнiсть

∆C(x)∆F (x) = 0 ∀ x ∈ I. (16.16)
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Ця рiвнiсть разом з рiвнiстю (16.6) означають, що систе-

ма (16.15), а вiдтак i рiвняння (16.14), є коректними. Покажемо,

що без додаткових обмежень значення k = 1 не можна збiльши-

ти.

Для цього розглянемо приклад диференцiального рiвняння

четвертого порядку

y(4) − a2(x)y
′′ − a3(x)y

′ − a4(x)y = f ′′(x),

де

ai(x) = b′i(x), bi, f ∈ BV +
loc(I), i = 2, 3, 4.

Перепишемо рiвняння у виглядi
(
y′′′ − f ′(x)

)′ − a2(x)y
′′ − a3(x)y

′ − a4(x)y = 0

i введемо квазiпохiднi у такий спосiб:

y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] = y′′′′ − f ′.

В результатi прийдемо до диференцiальної системи першого по-

рядку



y

y[1]

y[2]

y[3]




′

=




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a4(x) a3(x) a2(x) 0







y

y[1]

y[2]

y[3]




+




0

0

f ′(x)

0



.

Далi внаслiдок накладених на коефiцiєнти вимог маємо

∆C(x) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

∆b4(x) ∆b3(x) ∆b2(x) 0



, ∆F (x) =




0

0

∆f(x)

0



.

Вiдтак умова (16.6) справджується, а умова (16.16) виконується,
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якщо i тiльки якщо

∆b2(x)∆f(x) = 0 ∀ x ∈ I,

тобто, коли хоча б одна з двох функцiй b2(x) i f(x) неперервна.

З цього прикладу видно, що значення k = 1 в (16.14) не мож-

на збiльшити без додаткових обмежень на коефiцiєнти ai(x) чи

функцiю f(x) . Тому далi розглянемо задачу Кошi для диферен-

цiального рiвняння

Ln[y] = f ′(x) (16.17)

з початковими умовами (16.8), для якої справджується аналог

теореми 15.2.

Теорема 16.10. За умови (16.3) iснує єдиний розв’язок y(x)

задачi Кошi (16.17), (16.8), що зображається у виглядi

y(x) =
n−1∑

i=0

K{n−i−1}(x, x0)y
i
0 +

x∫

x0

K(x, s)df(s)

i такий, що похiднi y(i)(x), i = 0, n−2, належать просто-

ру AC(I) , а похiдна y(n−1)(x) — простору BV +
loc(I) i в точ-

ках xs розривiв функцiй bi(x), i = 2, n, та f(x) має стрибки,

що визначаються формулою

∆y(n−1)(xs) =
n−2∑

i=0

∆bn−i(xs)y
(i)(xs) + ∆f(xs).

Цiкавим в планi обмежень на правi частини є також неоднорi-

дне КДР

L∗
n[z] =

l∑

k=0

(−1)k+1g
(k+1)
k , (16.18)

де gk ∈ BV +
loc(I), k = 1, l .
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Як i вище, з’ясуємо, при якому значеннi l рiвняння (16.18)

залишається коректним. Для цього введемо квазiпохiднi

z{i}(x), i = 0, n
(
z{0}(x)

def
= z(x)

)
у такий спосiб:

z{i} = −
(
z{i−1})′ − ai(x)z, i = 1, n−l−1;

z{i} = −
(
z{i−1})′ − ai(x)z + g′n−i(x), i = n−l, n;

(16.19)

Зрозумiло, що при цьому

z{q} ≡ L∗
n[z]−

l∑

k=1

(−1)kg
(k)
k .

Далi рiвняння (16.18) за допомогою квазiпохiдних (16.19) зве-

демо до неоднорiдної узагальненої диференцiальної системи пер-

шого порядку

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x) +G′(x),

де вектор Z(x) i матриця −
(
C∗(x)

)′
тi самi, що i в рiвнян-

нi (16.9), а

G′(x) =
(
g′0(x), g

′
1(x), . . . , g

′
l(x), 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−l−1

)
⊤

.

Вiдразу зауважимо, що
(
∆
[
−C∗(x)

])2
=
(
−
[
∆C(x)

]∗)2
=
([
∆C(x)

]2)∗ ≡ 0,

бо справджується рiвнiсть (16.6). Оскiльки

∆G(x) =
(
∆g0(x),∆g1(x), . . . ,∆gl(x), 0, 0, . . . , 0

)
⊤

,

а матриця ∆C(x) має вигляд (16.5), то умова

∆
[
−C∗(x)

]
·∆G(x) = 0

буде виконуватись для довiльного x ∈ I , якщо l 6 n−2 .
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Таким чином, КДР (16.18) коректне при l 6 n− 2 , тобто,

коли порядок найстаршої похiдної у правiй частинi рiвняння не

перевищує n−1 .

З наведених мiркувань зрозумiло також, що КДР (16.18)

при l=n−1 буде коректним лише за додаткових умов

∆b̄i(x)∆gn−1(x) = 0 ∀ x ∈ I, i = 2, n. (16.20)

Оскiльки вирази Ln[y] та L∗
n[z] взаємно спряженi, то цiкаво

порiвняти отриманий результат з вiдповiдним результатом (див.

стор. 127) для диференцiального рiвняння (16.14), а також з по-

дiбними результатами для КДР (15.1) i (15.17).

На завершення цього параграфа розглянемо початкову задачу

для рiвняння (16.18) з початковими умовами (16.13).

Теорема 16.11. За умови (16.3) задача (16.18), (16.13) при

l <n−1 має єдиний розв’язок z(x), що зображається у виглядi

z(x) =
n−1∑

i=0

K
(i)
(x0, x)z

n−i
0 +

l∑

k=0

x∫

x0

K
(k)
(s, x)dgk(s)

та є неперервною на I функцiєю локально обмеженої варiацiї,

а його квазiпохiднi z{i−1}(x), i = 2, n, належать до просто-

ру BV +
loc(I) i в точках xs розривiв функцiй bi(x), i = 2, n, i

gk(x), k = 0, l, мають стрибки, що визначаються формулами

∆z{i−1}(xs) = −∆b̄i(xs)z(xs), i = 2, n−l−1;

∆z{i−1}(xs) = −∆b̄i(xs)z(xs) + ∆gn−i(xs), i = n−l, n.
Доведення цiєї теореми залишаємо читачевi в якостi вправи.



3
ВЕКТОРНI I МАТРИЧНI УЗАГАЛЬНЕНI

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ

§ 17. Початковi задачi для векторних

квазiдиференцiальних рiвнянь з мiрами

Розглянемо однорiдне векторне КДР

Lmn[Ȳ ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Ȳ

(n−i)
)(m−j)

= 0, (17.1)

де Ȳ : I→C
p — невiдома вектор-функцiя, Aij : I → C

p×p — за-

данi матричнi функцiї, стосовно яких вимагаємо виконання таких

умов:

(V) A−1
00 (x) — локально обмежена i вимiрна на iнтервалi I ;

(VI) Ai0, A0j ∈ L2,loc
p×p (I), i=1, n, j =1,m ;

(VII) Aij(x) =B
′
ij(x) , де Bij∈BV +,loc

p×p (I), i=1, n, j =1,m .

Поруч з векторним рiвнянням (17.1) розглянемо також опера-

торне (матричне) КДР

Lmn[Y ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Y

(n−i)
)(m−j)

= 0, (17.2)
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де тепер Y : I → C
p×p . Це КДР називаємо асоцiйованим до рiв-

няння (17.1). Вiдзначимо, що операторне рiвняння (17.2) є, фак-

тично, системою p квазiдиференцiальних рiвнянь q -го поряд-

ку (нагадаємо, що q=n+m ). Мiж векторним рiвнянням (17.1)

i асоцiйованим до нього рiвнянням (17.2) iснує тiсний зв’язок,

а саме: якщо матриця-функцiя Y (x) є розв’язком операторного

рiвняння (17.2), а c — довiльний сталий вектор, то поклавши

Ȳ (x) =Y (x)c , отримаємо розв’язок векторного рiвняння (17.1).

У прикладних задачах, як правило, зустрiчаються вектор-

нi КДР. В той же час лiнiйну теорiю матричних рiвнянь будувати

простiше, бо вона до певної мiри аналогiчна вiдповiднiй теорiї для

скалярних КДР. Вiдтак вказаний вище зв’язок мiж векторними i

асоцiйованими до них матричними рiвняннями дозволяє пошири-

ти усi результати цiєї теорiї на випадок векторних КДР.

ОЗНАЧЕННЯ 17.1. Квазiпохiдними матричної функцiї Y (x) , що

вiдповiдають матричному квазiдиференцiальному виразу Lmn[Y ] ,

називаємо матрицi-функцiї Y [k](x), k=0, q , що визначаються

формулами

Y [i] = Y (i), i = 0, n−1; Y [n] =
n∑

i=0

Ai0(x)Y
(n−i);

Y [n+j] = −
(
Y [n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

Aij(x)Y
(n−i), j = 1,m,

(17.3)

причому Y [q] ≡ Lmn[Y ] .

Як i в скалярному випадку, за допомогою квазiпохiдних (17.3)

матричне КДР (17.2) зводиться до еквiвалентної узагальненої ди-

ференцiальної системи першого порядку
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Y ′(x) = C ′(x)Y(x), (17.4)

де Y =
(
Y, Y [1], . . . , Y [q−1]

)
⊤

: I → C
qp×p , а C ′(x) — матриця

коефiцiєнтiв системи, що має блокову структуру (див. с. 133).

Вiдзначимо, що умови (V)–(VII) на коефiцiєнти дозволяють тлу-

мачити C ′(x) як матричну мiру Стiльтьєса.

Крiм того, цi умови є достатнiми для коректностi систе-

ми (17.4), бо з них випливає, що матриця стрибкiв ∆C(x) має

вигляд

∆C(x) =




Op Op · · · Op Op · · · Op

... ... . . . ... ... . . . ...

Op Op · · · Op Op · · · Op

∆Bn1 ∆Bn−1,1 · · · ∆B11 Op · · · Op

∆Bn2 ∆Bn−1,2 · · · ∆B12 Op · · · Op

... ... . . . ... ... . . . ...

∆Bnm ∆Bn−1,m · · · ∆B1m Op · · · Op




, (17.5)

внаслiдок чого згiдно iз правилом множення блокових мат-

риць [21, c. 54] маємо
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (17.6)

ОЗНАЧЕННЯ 17.2. Пiд розв’язком матричного КДР (17.2) ро-

зумiємо перший блок Y (x) прямокутної блокової матрицi Y(x) ,

що задовольняє це рiвняння в узагальненому сенсi.

Зрозумiло, що початкову задачу для рiвняння (17.2) в довiльнiй

точцi x0 ∈ I є сенс ставити лише в термiнах квазiпохiдних:

Y [k](x0) = Y k
0 , k = 0, q−1, (17.7)

де Y k
0 , k = 0, q−1, — заданi сталi матрицi розмiру p× p .
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C
′ =

n
p

m
p

n
p

m
p

                            
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                            
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Як i в скалярному випадку, має мiсце наступна теорема про

iснування та єдинiсть розв’язку початкової задачi (17.2), (17.7).

Теорема 17.3. За умов (V)–(VII) iснує єдиний розв’язок

Y (x) початкової задачi (17.2), (17.7) такий, що квазiпохiднi

Y [i](x), i = 0, n−1, належать простору ACp×p(I) , а квазiпо-

хiднi Y [n+j](x), j = 0,m−1, — простору BV +,loc
p×p (I) i в точках

xs розривiв функцiй Bij(x) мають стрибки, що визначаються

формулами

∆Y [n+j](xs) =
n−1∑

i=0

∆Bn−i,j+1(xs)Y
(i)(xs), j = 0,m−1. (17.8)

Доведення. Початкова задача (17.2), (17.7), очевидно, еквiва-

лентна диференцiальнiй системi (17.4) з початковою умовою

Y(x0) = Y0, (17.9)

де Y0 =
(
Y0, Y

1
0 , . . . , Y

q−1
0

)
⊤

— задана матриця початкових зна-

чень розмiру qp× p , а вiдтак за теоремою 7.3 i матричному iнте-

гральному рiвнянню

Y(x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y(t). (17.10)

Внаслiдок умови (17.6) за теоремою 7.4 рiвняння (17.10) має єди-

ний розв’язок в допустимому класi

D
p×p
C (I) =

{
Y ∈ BV +,loc

p×p (I)
∣∣∣∆C(x)∆Y(x) = 0 ∀x ∈ I

}
,

що й доводить iснування та єдинiсть розв’язку початкової зада-

чi (17.2), (17.7).

Умова стрибка розв’язку iнтегрального рiвняння (17.10) в
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точцi xs ∈ I має вигляд

∆Y(xs) = ∆C(xs)Y(xs), (17.11)

звiдки на основi структури (17.5) матрицi стрибкiв ∆C(x) випли-

ває, що ∆Y [i](xs) = 0 для довiльного i = 0, n−1 . Це означає,

що розв’язок Y (x) i його квазiпохiднi Y [i](x) до (n−1) -го поряд-

ку включно принаймнi неперервнi. Крiм того, на пiдставi формул

(17.10) i (17.3) справджуються рiвностi

Y [i](x) = Y i
0 +

x∫

x0

Y (i+1)(t)dt, i = 0, n−1,

де iнтеграл розумiється в сенсi Лебега, тому квазiпохiднi

Y [i](x), i = 0, n−1, є абсолютно неперервними на I , тобто

належать до простору ACp×p(I) .

Нарештi, розписуючи рiвностi (17.11) покомпонентно, приходи-

мо до формул (17.8). �

Розглянемо тепер спряжене до (17.2) матричне КДР

L∗
mn[Z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
A∗

ij(x)Z
(m−j)

)(n−i)
= 0. (17.12)

ОЗНАЧЕННЯ 17.4. Квазiпохiдними матричної функцiї Z(x)

в сенсi спряженого рiвняння (17.12) назвемо матрицi-функцiї

Z{k}(x), k = 0, q , що визначаються у такий спосiб:

Z{j} = Z(j), j = 0,m−1; Z{m} = −
m∑

j=0

A∗
0j(x)z

(m−j);

Z{m+i} = −
(
Z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

A∗
ij(x)Z

(m−j), i = 1, n,

(17.13)

причому Z{q} ≡ −L∗
mn[Z].
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За аналогiєю до скалярного випадку квазiпохiднi (17.13) ви-

значаються однозначно, якщо визначенi квазiпохiднi (17.3) i нав-

паки. Вiдзначимо також, що для векторного КДР (17.1) квазi-

похiднi отримуються внаслiдок формальної замiни Y [k] на Ȳ [k] у

виразах (17.3) (див. §21). Це зауваження стосується також квазi-

похiдних (17.13).

Розглянемо далi початкову задачу про вiдшукання такого

розв’язку рiвняння (17.12), який задовольняє початковi умови

Z{k}(x0) = Zk
0 , k = 0, q−1, (17.14)

де Zk
0 , k = 0, q−1, — заданi сталi матрицi розмiру p×p .

Теорема 17.5. За умов (V)–(VII) iснує єдиний розв’я-

зок Z(x) початкової задачi (17.12), (17.14) такий, що квазiпо-

хiднi Z{j}(x), j = 0,m−1, належать до простору ACp×p(I) , а

квазiпохiднi Z{m+i}(x), i = 0, n−1, — до простору BV +,loc
p×p (I)

i в точках xs розривiв функцiй B∗
ij(x) мають стрибки, що

визначаються формулами

∆Z{m+i}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆B∗
i+1,m−j(xs)Z

(j)(xs), i = 0, n−1.

Доведення цiєї теореми, яка, очевидно, є узагальненням на

матричний випадок теореми 11.3, проводиться за аналогiєю до

доведення попередньої теореми 17.3, тому ми залишаємо його

читачевi.

На завершення, вiдзначимо, що пiсля формальної замiни Y [k]

на Ȳ [k] i Z [k] на Z̄ [k] теореми 17.3 i 17.5 про iснування та єди-

нiсть розв’язкiв початкових задач справджуються також для вiд-

повiдних векторних КДР.
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§ 18. Лiнiйна теорiя матричних узагальнених

квазiдиференцiальних рiвнянь

Нехай матрицi-функцiї Φi(x), k=1, q, та матрицi-функцiї

Ψj(x), l = 1, q, є розв’язками вихiдного

Lmn[Y ] = 0 (18.1)

i спряженого L∗
mn[Z] = 0 матричних КДР вiдповiдно. Складемо

блоковi матрицi

Φ(x) =




Φ1(x) Φ2(x) · · · Φq(x)

Φ
[1]
1 (x) Φ

[1]
2 (x) · · · Φ[1]

q (x)

... ... . . . ...

Φ
[q−1]
1 (x) Φ

[q−1]
2 (x) · · · Φ[q−1]

q (x)




та

Ψ(x) =




Ψ1(x) Ψ2(x) · · · Ψq(x)

Ψ
{1}
1 (x) Ψ

{1}
2 (x) · · · Ψ{1}

q (x)

... ... . . . ...

Ψ
{q−1}
1 (x) Ψ

{q−1}
2 (x) · · · Ψ{q−1}

q (x)




Визначники цих матриць W(x) = det Φ(x) i V(x) = detΨ(x)

назвемо квазiвронскiанами розв’язкiв Φk(x) i Ψk(x) вiдповiдно.

Теорема 18.1. Для довiльної точки x0 ∈ I квазiвронскiани

W(x) i V(x) справджують рiвностi

W(x) = W(x0) exp

{ x∫

x0

tr
[
A01(t)A

−1
00 (t)−A−1

00 (t)A10(t)
]
dt

}
, (18.2)

V(x) = V(x0) exp

{ x∫

x0

tr
[
A∗

10(t)A
∗−1
00 (t)−A∗−1

00 (t)A∗
10(t)

]
dt

}
. (18.3)
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Доведення. Доведемо лише формулу (18.2), бо доведення

формули (18.3) аналогiчне. Блокова матриця W(x) задовольняє

матричне диференцiальне рiвняння

Φ′(x) = C ′(x)Φ(x), (18.4)

де матриця C ′(x) визначена в явному виглядi на стор. 133. Це

рiвняння в свою чергу еквiвалентне матричному iнтегральному

рiвнянню

Φ(x) = Φ(x0) +

x∫

x0

dC(t)Φ(t).

Нехай B(x, s) — фундаментальна матриця системи (18.4). Тодi

довiльний розв’язок цiєї системи з початковим значенням Φ(x0)

зображається у виглядi Φ(x) = B(x, x0)Φ(x0), причому [154]

W(x) = W(x0) detB(x, x0) =

= W(x0) · exp
{ x∫

x0

tr
[
dCc(t)

]}
·
∏

s

det
[
Eqp + ∆C(xs)

]
,

де Cc(x) — неперервна компонента блокової матрицi C(x) . Зi

структури (17.5) матрицi ∆C(x) випливає, що для довiльної точ-

ки розриву xs ∈ I усi матрицi Eqp + ∆C(xs) мають трикутний

вигляд з одиницями на головнiй дiагоналi. Тому
∏

s

det
[
Eqp +∆C(xs)

]
= 1.

Неперервна ж компонента Cc(x) матрицi C(x) мiстить на го-

ловнiй дiагоналi лише елементи головних дiагоналей матриць

A01(x)A
−1
00 (x) i −A−1

00A10(x) . Таким чином, ми приходимо до фор-

мули (18.2). �
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Наслiдок 18.2. Якщо матрицi-функцiї A01(x), A10(x) i

A−1
00 (x) такi, що справджуються умови

tr
[
A01(x)A

−1
00 (x)

]
= tr

[
A∗−1

00 (x)A∗
01(x)

]
,

tr
[
A−1

00 (x)A10(x)
]
= tr

[
A∗

10(x)A
∗−1
00 (x)

]
,

(18.5)

то

W(x)V(x) = const ∀x ∈ I.

Вiдразу вiдзначимо, що умови (18.5) виконуються принаймнi,

коли матрицi-функцiї A01(x), A00(x), A10(x) дiйснозначнi.

ОЗНАЧЕННЯ 18.3. Розв’язки Φk(x) , k=1, q, матричного КДР

(18.1) називаємо лiнiйно незалежними, якщо матрична рiвнiсть
q∑

k=1

Φk(x)Ck = Op

при деяких сталих матрицях Ck справджується лише тодi, коли

Ck = Op ∀ k = 1, q , i лiнiйно залежними, якщо хоча б одна з

цих матриць вiдмiнна вiд нульової.

ОЗНАЧЕННЯ 18.4. Будь-яку лiнiйно незалежну систему розв’яз-

кiв Φk(x), k = 1, q, матричного КДР (18.1) називаємо фундамен-

тальною системою розв’язкiв (ФСР) цього рiвняння.

Для того, щоб побудувати довiльну фундаментальну систему

розв’язкiв достатньо для рiвняння (12.1) розв’язати q початкових

задач з початковими умовами

Φ
[i−1]
j (x0) = Cij, i, j = 1, q,

де сталi (p× p) -матрицi Cij вибранi так, що визначник блокової

матрицi
(
Cij

)q
i,j=1

вiдмiнний вiд нуля.
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Теорема 18.5. Якщо розв’язки Φk(x), k = 1, q, матрично-

го КДР (18.1) лiнiйно залежнi, то квазiвронскiан W(x) цих

розв’язкiв тотожно рiвний нулевi на iнтервалi I . Навпаки,

якщо W(x) = 0 хоча б в однiй точцi x0 ∈ I , то розв’язки

Φk(x), k = 1, q, рiвняння (18.1) лiнiйно залежнi.

Доведення. Дiйсно, якщо розв’язки Φk(x), k = 1, q, лiнiйно

залежнi, то згiдно означення 18.3
q∑

k=1

Φk(x)Ck = 0 ∀x ∈ I,

причому хоча б одна зi сталих матриць Ck вiдмiнна вiд нульової.

Взявши квазiпохiднi вiд обох частин цiєї рiвностi, приходимо до

однорiдної системи лiнiйних матричних рiвнянь вiдносно невiдо-

мих Ck :
q∑

k=1

Φ
[i−1]
k (x)Ck = 0, i = 1, q. (18.6)

Оскiльки система (18.6) має нетривiальний розв’язок (бо не всi

Ck є нульовими матрицi), то її визначник W(x) ≡ 0 на I .

Навпаки, нехай iснує точка x0 ∈ I , в якiй W(x0) = 0 . Тодi

при x = x0 iснує нетривiальний розв’язок алгебраїчної систе-

ми (18.6), причому функцiя

Y (x) = Φ1(x)C1 + Φ2(x)C2 + . . . + Φq(x)Cq

є розв’язком матричного КДР (18.1), що задовольняє початковi

умови

Y [i−1](x0) = 0, i = 1, q.

Оскiльки рiвняння (18.1) однорiдне, то за теоремою iснування i

єдиностi такий розв’язок тотожно рiвний нулевi, тобто
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q∑

k=1

Φk(x)Ck ≡ 0.

Якщо взяти до уваги, що серед сталих матриць Ck iснує хо-

ча б одна ненульова матриця (бо розв’язок системи (18.6) при

x = x0 нетривiальний), то згiдно означення 18.3 розв’язки

Φk(x), k = 1, q, лiнiйно залежнi. �

Наслiдок 18.6. Якщо W(x) 6= 0 хоча б в однiй точцi x0 ∈ I ,

то розв’язки Φk(x), k = 1, q, матричного КДР (18.1) утворю-

ють ФСР.

Наслiдок 18.7. Якщо матрицi-функцiї Φk(x), k = 1, q, ут-

ворюють ФСР матричного КДР (18.1), то його загальний

розв’язок зображається у виглядi

Y (x) =
q∑

k=1

Φk(x)Ck,

де Ck — довiльнi сталi матрицi.

Наслiдок 18.8. Якщо C̄k — довiльнi сталi вектори, то за-

гальний розв’язок векторного КДР (17.1) зображається у ви-

глядi

Ȳ (x) =
q∑

k=1

Φk(x)C̄k.

Ця формула показує, що для отримання загального розв’язку

векторного КДР (17.1) найперше потрiбно побудувати будь-яку

ФСР асоцiйованого до нього матричного рiвняння (17.2).

Усе сказане вище природним чином поширюється i на випадок

спряжених матричного i векторного КДР з тiєю лише рiзницею,

що замiсть квазiпохiдних Φ[ · ] i квазiвронскiана W(x) фiгурува-

тимуть Ψ{·} i V(x) .
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§ 19. Структура фундаментальної матрицi

Нехай

Lmn

[
Y (x)

]
= 0 (19.1)

та
L∗

mn

[
Z(x)

]
= 0 (19.2)

коректнi матричнi КДР, якi за допомогою деяким чином введених

квазiпохiдних Y [k], k = 0, q, i однозначно визначених при цьо-

му квазiпохiдних Z{k} (або навпаки) зводяться до еквiвалентних

узагальнених диференцiальних систем першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y(x) (19.3)

та
Z ′(x) = −

(
C ′(x)

)∗Z(x)

вiдповiдно, де

Y =
(
Y, Y [1], . . . , Y [q−1]

)⊤
, Z =

(
Z{q−1}, . . . , Z{1}, Z

)⊤
,

причому Y, Z : I → C
p×p .

ОЗНАЧЕННЯ 19.1. Матрицю-функцiю B(x, s) , яка за змiнною

x задовольняє систему (19.3) i при x = s ∈ I початкову умову

B(s, s) = Eqp , називаємо фундаментальною матрицею, що вiдпо-

вiдає матричному КДР (19.1).

ОЗНАЧЕННЯ 19.2. Матричною функцiєю Кошi операторного

КДР (19.1) називаємо матрицю-функцiю K(x, s) , котра за змiн-

ною x є розв’зком цього рiвняння i в точцi x = s ∈ I задоволь-

няє початковi умови

K[i](s, s) = Op, i = 0, n−2, K[n−1](s, s) = Ep. (19.4)
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Лема 19.3. Якщо K(x, s) — матрична функцiя Кошi опера-

торного КДР (19.1), то

K[i]∗{j}∗(x, s) = K∗{j}∗[i](x, s), (19.5)

де вираз K[i]∗{j}∗(x, s) означає, що над матрицею K(x, s) ви-

конуються наступнi операцiї в такому порядку (злiва напра-

во): квазiдиференцiювання i разiв по (першому аргументу) x

в сенсi рiвняння (19.1), ермiтове спряження, квазiдиференцiю-

вання j разiв по (другому аргументу) s в сенсi спряженого

рiвняння (19.2) та знову спряження.

Доведення. Якщо Φk(x), k = 1, q, — ФСР матричного КДР

(19.1), то вiдповiдно до наслiдку 18.7 має мiсце зображен-

ня K(x, s) =
q∑

k=1

Φk(x)Ck(s), де Ck(s) — сталi за змiнною x

матрицi-функцiї, що однозначно визначаються при фiксованому

s початковими умовами (19.4). Але тодi з одного боку

K[i]∗{j}∗(x, s) =





[(
q∑

k=1

Φ
[i]
k (x)Ck(s)

)∗]{j}


∗

=

=





[
q∑

k=1

C∗
k(s)Φ

[i]∗
k (x)

]{j}


∗

=
q∑

k=1

Φ
[i]
k (x)C

∗{j}∗
k (s),

а з iншого боку

K∗{j}∗[i](x, s) =







(

q∑

k=1

C∗
k(s)Φ

∗
k(x)

){j}


∗


[i]

=

=

{[
q∑

k=1

C
∗{j}
k (s)Φ∗

k(x)

]∗}[i]

=
q∑

k=1

Φ
[i]
k (x)C

∗{j}∗
k (s),

що й доводить рiвнiсть (19.5). �
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Теорема 19.4. Фундаментальна матриця B(x, s) , що вiдпо-

вiдає КДР (19.1), має таку блокову структуру:

B(x, s)=




K∗{q−1}∗(x,s) · · · K∗{1}∗(x,s) K(x,s)

K∗{q−1}∗[1](x,s) · · · K∗{1}∗[1](x,s) K[1](x,s)

... . . . ...
...

K∗{q−1}∗[q−1](x,s) · · · K∗{1}∗[q−1](x,s) K[q−1](x,s)




(19.6)

Доведення. Позначимо (p× p) -блоки матрицi B(x, s) через

βij(x, s), i, j = 1, q . На пiдставi означень 19.1 i 19.2 легко зро-

зумiти, що

βiq = K [i−1](x, s), i = 1, q,

тобто

B(x, s) =




β11(x, s) β12(x, s) · · · β1,q−1(x, s) K(x, s)

β21(x, s) β22(x, s) · · · β2,q−1(x, s) K[1](x, s)

... ... . . . ... ...

βq1(x, s) βq2(x, s) · · · βq,q−1(x, s) K[q−1](x, s)



.

Тодi

B∗(x, s) =




β∗
11(x, s) β∗

21(x, s) · · · β∗
q1(x, s)

β∗
12(x, s) β∗

22(x, s) · · · β∗
q2(x, s)

... ... . . . ...

β∗
1,q−1(x, s) β∗

2,q−1(x, s) · · · β∗
q,q−1(x, s)

K∗(x, s) K[1]∗(x, s) · · · K[q−1]∗(x, s)




.

Але згiдно зауваження 5.2 матриця B∗(x, s) за змiнною s є

розв’язком спряженої системи
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


Z{q−1}
...

Z{1}

Z




′

= −
(
C ′(s)

)∗·




Z{q−1}
...

Z{1}

Z


,

а це означає, що всi блоковi рядки цiєї матрицi (точнiше кажу-

чи самi їх блоки), починаючи з передостаннього, є послiдовними

квазiпохiдними останнього блокового рядка по s в сенсi спряже-

ного матричного КДР (19.2). Тому

B∗(x, s) =




K∗{q−1}(x, s) K[1]∗{q−1}(x, s) · · · K[q−1]∗{q−1}(x, s)

K∗{q−2}(x, s) K[1]∗{q−2}(x, s) · · · K[q−1]∗{q−2}(x, s)

... ... . . . ...

K∗{1}(x, s) K[1]∗{1}(x, s) · · · K[q−1]∗{1}(x, s)

K∗(x, s) K[1]∗(x, s) · · · K[q−1]∗(x, s)




.

Виконуючи повторно операцiю спряження i враховуючи рiвнiсть

(19.5), приходимо до формули (19.6). �

Наслiдок 19.5. Фундаментальна матриця B̃(x, s) , що вiд-

повiдає спряженому матричному КДР (19.2), має вигляд

B̃(x, s) ≡
(
B−1(x, s)

)∗
= B∗(s, x) =

=




K∗{q−1}(s, x) K[1]∗{q−1}(s, x) · · · K[q−1]∗{q−1}(s, x)

K∗{q−2}(s, x) K[1]∗{q−2}(s, x) · · · K[q−1]∗{q−2}(s, x)
...

... . . . ...

K∗{1}(s, x) K[1]∗{1}(s, x) · · · K[q−1]∗{1}(s, x)

K∗(s, x) K[1]∗(s, x) · · · K[q−1]∗(s, x)




,

де квазiдиференцiювання в сенсi рiвняння (19.1) проводиться

за змiнною s , а в сенсi рiвняння (19.2) — за змiнною x .



146 Роздiл 3. Векторнi i матричнi узагальненi КДР

Наслiдок 19.6. Матрицi-функцiї K∗{j}∗(x, s), j =0, q−1,

утворюють нормальну в точцi x = s ФСР матричного КДР

(19.1).

Наслiдок 19.7. Матриця-функцiя K̃(x, s) ≡ K∗(s, x) та її

послiдовнi квазiпохiднi K̃∗[i]∗(x, s) ≡ K[i]∗(s, x), i = 1, q−1, по s

в сенсi вихiдного рiвняння (19.1) утворюють нормальну в то-

чцi x = s ФСР спряженого матричного КДР (19.2).

Зi схеми доведення теореми 19.4 видно, що конкретний вигляд

(17.2) КДР (19.1) жодним чином не впливає на структуру фунда-

ментальної матрицi (19.6). Iншими словами, твердження цiєї тео-

реми справджується для будь-якого коректного матричного КДР

порядку q . Важливо лише вмiти будувати матричну функцiю Ко-

шi K(x, s) для такого рiвняння. Спосiб її побудови якраз i стане

предметом розгляду наступного параграфу. Ми ж на завершення

цього параграфу зупинимося на питаннi про гладкiсть елементiв

матриць B(x, s) i B̃(x, s) , а також в якостi простого прикладу

побудуємо фундаментальну матрицю для системи диференцiаль-

них рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Твердження 19.8. Фундаментальнi матрицi B(x, s) i

B̃(x, s) , що вiдповiдають матричним КДР (19.1) i (19.2),

за кожною зi змiнних x, s належать простору BV +,loc
qp×qp(I) .

Бiльше того, до простору ACp×p(I) належать за змiнною x

елементи блокових рядкiв матрицi B(x, s) до n -го порядку

включно i елементи блокових рядкiв матрицi B̃(x, s) , по-

чинаючи з (n+1) -го, а також елементи блокових стовпцiв

матрицi B(x, s) , починаючи з (n+1) -го, i елементи блокових

стовпцiв матрицi B̃(x, s) до n -го включно.
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Доведення. Дiйсно, оскiльки "породжуючими" блоками фун-

даментальних матриць B(x, s) i B̃(x, s) є вiдповiдно матрицi

K(x, s) i K̃(x, s)≡K∗(s, x) , котрi є розв’язками матричних КДР

(19.1) та (19.2), то на основi теорем 17.3 та 17.5 можна стверджу-

вати, що за змiнною x матричнi функцiї K[i](x, s), i=0, n−1, i

K̃{j}(x, s), j =0,m−1, локально абсолютно неперервнi на I . З

iншого боку, за змiнною s такою властивiстю володiють матрицi-

функцiї K∗{j}∗(x, s), j =0,m−1, i K̃∗[i]∗(x, s), i=0, n−1 . Реш-

та квазiпохiдних по x i s належать до простору BV +,loc
p×p (I) . �

Приклад 19.9. При дослiдженнi проблеми стiйкостi (на згин)

валу довжини l зi сталою жорсткiстю α пiд дiєю стискаючої

сили P i крутильного моменту M виникає система диференцi-

альних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами [47, c. 27]



−αz′′ = Pz −My′,

−αy′′ = Py +Mz′.
(19.7)

H За допомогою вектора Ȳ = (z, y)⊤ i матриць

A1 =

(
0 −M

α
M
α

0

)
, A2 =

(
P
α

0

0 P
α

)

систему (19.7) можна записати у виглядi

Ȳ ′′ + A1Ȳ
′ + A2Ȳ = 0. (19.8)

Це векторне звичайне диференцiальне рiвняння i його перша ква-

зiпохiдна збiгається зi звичайною похiдною, тобто Ȳ [1] = Ȳ ′ .

Однак, квазiпохiдна в сенсi спряженого рiвняння

Z̄ ′′ − (A∗
1Z̄)

′ + A∗
2Z̄ = 0 (19.9)

має вигляд Z̄{1} =A∗
1Z̄ − Z̄ ′ i, очевидно, не дорiвнює Z̄ ′ .
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Матрична функцiя Кошi асоцiйованого до (19.8) операторного

рiвняння, як буде показано у наступному параграфi (на разi в

цьому легко переконатися безпосередньою перевiркою), визнача-

ється виразом

K(x, s) =
2α√

M 2 + 4Pα
sin

{√
M 2 + 4Pα

2α
(x−s)

}
×

×




cos M
2α
(x−s) sin M

2α
(x−s)

− sin M
2α
(x−s) cos M

2α
(x−s)


.

Тодi фундаментальна матриця B(x, s) , що вiдповiдає рiвнян-

ню (19.8), має таку блокову структуру:

B(x, s) =




K∗{1}∗(x, s) K(x, s)

K∗{1}∗[1](x, s) K[1](x, s)


 =

=




K(x, s)A1− ∂
∂s
K(x, s) K(x, s)

∂
∂x
K(x, s)A1− ∂2

∂s∂x
K(x, s) ∂

∂x
K(x, s)


.

Якщо взяти до уваги, що A∗
1= − A1 , K∗(s, x) = − K(x, s) ,

то фундаментальна матриця B̃(x, s) , що вiдповiдає спряженому

рiвнянню (19.9), виглядатиме так:

B̃(x, s) =B∗(s, x) =

=



A1K(x, s)+ ∂

∂x
K∗(x, s) A1

∂
∂s
K(x, s)+ ∂2

∂x∂s
K(x, s)

−K(x, s) − ∂
∂s
K(x, s)


.

N
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§ 20. Конструкцiя елементiв фундаментальної матрицi

Для матричного КДР (19.1) довiльного порядку q опишемо ана-

логiчний до запропонованого в §14 спосiб побудови матрицi-

функцiї Кошi K(x, s) та її мiшаних квазiпохiдних через фун-

даментальну систему розв’язкiв Φk(x), k = 1, q, цього рiвняння.

Теорема 20.1. Нехай ϕij
kl(x) — елемент, розташований

на перетинi k -го рядка та l -го стовпця (p× p) -матрицi

Φ
[i−1]
j (x), k, l = 1, p, i, j = 1, q , а

W(x) = det
(
Φ

[i−1]
j (x)

)q
i,j=1

≡ det

((
ϕij

kl(x)
)p
k,l=1

)q

i,j=1

— квазiвронскiан ФСР. Тодi функцiя Кошi K(x, s) матричного

КДР (19.1) та її мiшанi квазiпохiднi K∗{j}∗[i](x, s) є матрицями

розмiру p× p , кожний елемент яких зображається у виглядi

вiдношення двох функцiональних визначникiв

K
∗{j}∗[i]
kl (x, s) =

W ij
kl(x, s)

W(s)
, k, l = 1, p, i, j = 0, q−1,

де кожен з визначникiв W ij
kl(x, s) вiдрiзняється вiд квазiвронс-

кiана W(s) лише єдиним "нестандартним" рядком
(
ϕi+1,1

k1 (x) . . . ϕi+1,1
kp (x) . . . . . . ϕi+1,q

k1 (x) . . . ϕi+1,q
kp (x)

)
,

котрий має номер (q−j−1)p+ l .

Доведення. Нехай

Φ(x) =




Φ1(x) Φ2(x) · · · Φq(x)

Φ
[1]
1 (x) Φ

[1]
2 (x) · · · Φ[1]

q (x)
... ... . . . ...

Φ
[q−1]
1 (x) Φ

[q−1]
2 (x) · · · Φ[q−1]

q (x)



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iнтегральна матриця диференцiальної системи (19.3), що вiдпо-

вiдає матричному КДР (19.1). Тодi фундаментальна матриця сис-

теми (19.3) обчислюється за формулою

B(x, s) = Φ(x)Φ−1(s). (20.1)

Враховуючи блокову структуру (19.6) цiєї матрицi, спiввiдноше-

ння (20.1) можна записати у виглядi q2 матричних рiвностей

K∗{j}∗[i](x, s) =
1

W(s)

q∑

ν=1

Φ[i]
ν (x)Aq−j,ν(s), i, j = 0, q−1, (20.2)

де

Aij(s) =




Aij
11(s) Aij

21(s) . . . Aij
p1(s)

Aij
12(s) Aij

22(s) . . . Aij
p2(s)

... ... . . . ...

Aij
1p(s) Aij

2p(s) . . . Aij
pp(s)



, i, j = 1, q,

— матриця, складена з алгебраїчних доповнень Aij
kl(s), k,l=1,p,

до елементiв ϕij
kl(s) матрицi Φ[i−1]

j (s) у визначнику W(s) .

Розписуючи матричнi рiвностi (20.2) поелементно в результатi

отримаємо

K∗{j}∗[i]
kl (x, s)=

1

W(s)

q∑

ν=1

p∑

µ=1

ϕi+1,ν
kµ (x)Aq−j,ν

lµ (s)=
W ij

kl(x, s)

W(s)
, (20.3)

що й треба було довести. �

ЗАУВАЖЕННЯ 20.2. З формули (20.3) видно, що для побудови

функцiонального визначника W ij
kl(x, s) потрiбно замiнити l -ий

рядок (q − j) -ої смуги (що має розмiр p× q ) квазiвронскiана

W(s) "нестандартним" залежним вiд x k -им рядком (i + 1) -ої

смуги квазiвронскiана W(x) .
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Для прикладу побудуємо рiзними способами (а вiдтак пере-

конаємось у тотожностi отриманих результатiв) фундаментальну

матрицю, що вiдповiдає диференцiальному рiвнянню другого по-

рядку

Y ′′ − Y = 0, (20.4)

де Y — матриця розмiру 2× 2 . Це рiвняння, очевидно, є час-

тинним випадком (m=n=1 , p= q=2 ) матричного КДР (19.1).

Рiвняння (20.4) звичайним чином зводимо до системи дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку

Y ′= CY ,

де Y = (Y, Y ′)⊤ , а блокова матриця C має вигляд

C =

(
O2 E2

E2 O2

)
.

Iнтегральну матрицю Φ(x) цiєї системи можна обчислити за до-

помогою матричної експоненти

Φ(x) = eCx = E4 + Cx + C2

2!
x2 +

C3

3!
x3 +

C4

4!
x4 + . . . .

Оскiльки

C2 = E4, C3 = C2C = C, C4 = (C2)2 = E4, C5 = C4C = C, . . . ,

то

Φ(x) = E4 + Cx + E4

2!
x2 +

C
3!
x3 +

E4

4!
x4 +

C
5!
x5 + . . . =

= E4 ch x + C shx. (20.5)

Тодi

Φ−1(s)=e−Cs=E4−Cs+E4

2!
s2−C

3!
s3+

E4

4!
s4−C

5!
s5+. . .=E4 ch s−C sh s.
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Вiдтак фундаментальна матриця

B(x, s) = Φ(x)Φ−1(s) = E4 ch x ch s− C2 shx sh s+

+ C(shx ch s− ch x sh s) = E4 ch(x−s) + C sh(x−s) =

=


E2 O2

O2 E2


 ch(x−s) +


O2 E2

E2 O2


 sh(x−s) =

=


E2 ch(x−s) E2 sh(x−s)
E2 sh(x−s) E2 ch(x−s)


 (20.6)

З вигляду (20.5) iнтегральної матрицi Φ(x) випливає, що

матрицi-функцiї

Φ1(x) =E2 ch x, Φ2(x) =E2 shx

утворюють ФСР рiвняння (20.4). (Квазi)вронскiан цiєї системи

W(s) =

∣∣∣∣∣∣
Φ1(s) Φ2(s)

Φ′
1(s) Φ′

2(s)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1.

Далi за теоремо 20.1 матриця-функцiя Кошi має вигляд

K(x, s) =


W00

11 (x, s) W00
12 (x, s)

W00
21 (x, s) W00

22 (x, s)


 .

Для обчислення функцiонального визначника W00
11 (x, s) скори-

стаємось зауваженням 20.2, на пiдставi якого W00
11 (x, s) утво-

рюється з визначника W(s) , якщо в останньому 1-ий рядок

2-ої смуги (l=1, q− j =2) замiнити 1-им рядком 1-ої смуги

(k=1, i+1=1) визначника W(x) .
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В результатi маємо

W00
11 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

chx 0 shx 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ch x

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 sh s 0

ch s 0 sh s

sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ shx

∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 0

0 ch s sh s

0 sh s ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ch x(− sh s) + shx ch s = sh(x−s).

За аналогiєю

W00
12 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

ch x 0 shx 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

W00
21 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

0 ch x 0 shx

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

W00
22 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 ch x 0 shx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= sh(x−s).

Отже,

K(x, s) =

(
sh(x−s) 0

0 sh(x−s)

)
.

Подiбним чином обчислюємо мiшану квазiпохiдну
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K∗{1}∗(x, s) =




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




=

=

(
ch(x−s) 0

0 ch(x−s)

)
.

Щоб не складати i обчислювати ще 8 визначникiв для вiдшука-

ння матриць K[1](x, s) та K∗{1}∗[1](x, s) , скористаємось тим, що

роль квазiпохiдних в сенсi рiвняння (20.4) вiдiграють звичайнi

похiднi. Вiдтак

K[1](x, s) =
∂

∂x
K(x, s) =

(
ch(x−s) 0

0 ch(x−s)

)
,

K∗{1}∗[1](x, s) =
∂

∂x
K∗{1}∗(x, s) =

(
sh(x−s) 0

0 sh(x−s)

)
.

На основi блокової структури (19.6) фундаментальної матрицi

остаточно отримуємо такий результат:

B(x, s) =




ch(x−s) 0 sh(x−s) 0

0 ch(x−s) 0 sh(x−s)

sh(x−s) 0 ch(x−s) 0

0 sh(x−s) 0 ch(x−s)



,

котрий, очевидно, збiгається з (20.6).



§ 21. Неоднорiдне векторне КДР з розподiлами 155

§ 21. Неоднорiдне векторне квазiдиференцiальне

рiвняння з розподiлами

Розглянемо векторний аналог неоднорiдного КДР

Lmn[Ȳ ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Ȳ

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1F̄
(k+1)
k (x),

(21.1)

де матричнi коефiцiєнти Aij(x) задовольняють вказанi в §17

умови (V)–(VII), а права частина справджує умову

(VIII) F̄k ∈BV +
loc,p(I) , k=0,m−1 .

ОЗНАЧЕННЯ 21.1. Квазiпохiдними векторної функцiї Ȳ (x) в

сенсi КДР (21.1) назвемо вектор-функцiї Ȳ [k](x), k=0, q , що

визначаються за правилом

Ȳ [i] = Ȳ (i), i = 0, n−1; Ȳ [n] =
n∑

i=0

Ai0(x)Ȳ
(n−i);

Ȳ [n+j] = −
(
Ȳ [n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

Aij(x)Ȳ
(n−i) +

(
F̄m−j(x)

)′
, j = 1,m.

За допомогою квазiпохiдних векторне КДР записується в еквi-

валентному виглядi

Y ′(x) = C ′(x)Y(x) + F ′(x), (21.2)

де Y =
(
Ȳ , Ȳ [1], . . . , Ȳ [q−1]

)
⊤

, блокова матриця-мiра C ′(x) та са-

ма, що й вище (див. с. 133), а

F ′ =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, F̄ ′
m−1(x), F̄

′
m−2(x), . . . , F̄

′
0(x)

)
⊤

.

Зрозумiло, що узагальнена диференцiальна система (21.2) ко-

ректна, бо виконуються умови (17.6) i

∆C(x)∆F(x) = 0 ∀ x ∈ I.
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Теорема 21.2. За умов (V)–(VIII) векторне КДР (21.1) має

єдиний розв’язок Ȳ (x) , що задовольняє початковi умови

Ȳ [ν](x0) = Ȳ ν
0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I, (21.3)

iз заданими сталими векторами Ȳ ν
0 (ν = 0, q−1) ; цей розв’я-

зок зображається у виглядi

Ȳ (x) =
q−1∑

ν=0

K∗{ν}∗(x, x0)Ȳ
q−ν−1
0 +

m−1∑

k=0

x∫

x0

K∗{k}∗(x, s)dF̄k(s), (21.4)

де K(x, s) — матрична функцiя Кошi асоцiйованого

до (21.1) однорiдного КДР (17.2), причому квазiпохiднi

Ȳ [i](x), i=0,n−1, належать до простору ACp(I), а квазi-

похiднi Ȳ [n+j−1](x), j =1,m , — до простору BV +
loc,p(I) i в

точках розривiв xs матриць-функцiй Bij(x) i вектор-функцiй

F̄k(x) мають стрибки, що визначаються формулами

∆Ȳ [n+j−1](xs) =
n−1∑

i=0

∆Bn−i,j(xs)Ȳ
(i)(xs) + ∆F̄m−j(xs), j = 1,m.

Доведення. Iснування та єдинiсть розв’язку Ȳ (x) початкової

задачi (21.1), (21.3) випливає з того, що така задача еквiвален-

тна вiдповiднiй задачi для узагальненої диференцiальної системи

(21.2), для якої справджується теорема про iснування та єдинiсть

розв’язку (див. §7).

Перший доданок у формулi (21.4) є лiнiйною комбiнацiєю фун-

даментальної системи розв’язкiв, якою згiдно наслiдку 19.6 є си-

стема функцiй K∗{j}∗(x, s), j = 0, q−1 . Наявнiсть другого додан-

ку базується на принципi суперпозицiї (накладання) для лiнiйних

неоднорiдних рiвнянь [86, c. 227]. Оскiльки, частинний розв’язок



§ 21. Неоднорiдне векторне КДР з розподiлами 157

диференцiальної системи (21.2) зображається за допомогою ма-

трицi B(x, s) у виглядi Y(x) =
x∫
x0

B(x, s)dF(s), то, розписуючи

цю формулу покомпонентно i використовуючи при цьому стру-

ктуру (19.6) блокової матрицi B(x, s) i вказаний вище вигляд

блокових векторiв Y(x) та F(x) , якраз i отримаємо другий до-

данок у виразi (21.4). Нарештi, доведення теореми в тiй частинi,

що стосується степеня гладкостi квазiпохiдних i формули для об-

числення стрибкiв, проводиться подiбно до того, як це робилося

при доведеннi теореми 17.3. �

Теорема 21.3. За умов (V)–(VIII) iснує єдиний розв’язок

спряженого до (21.1) векторного КДР

L∗
mn[Z̄] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
A∗

ij(x)Z̄
(m−j)

)(n−i)
=

n−1∑

k=0

(−1)k+1Ḡ
(k+1)
k (x),

(21.5)

де Ḡk ∈ BV +
loc,p(I), який задовольняє початковi умови

Z̄{ν}(x0) = Z̄ν
0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I ;

цей розв’язок зображається у виглядi

Z̄(x) =
q−1∑

ν=0

K[ν]∗(x0, x)Z̄
q−ν−1
0 +

n−1∑

k=0

x∫

x0

K[k]∗(s, x)dḠk(s),

причому квазiпохiднi Z̄{j}(x), j = 0,m−1, належать до

ACp(I) , а квазiпохiднi Z̄{m+i−1}(x), i = 1, n, — до BV +
loc,p(I) i в

точках розривiв xs матриць-функцiй Bij(x) i вектор-функцiй

Ḡk(x) мають стрибки, що визначаються формулами

∆Z̄{m+i−1}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆B∗
i,m−j(xs)Z̄

(j)(xs) + ∆Ḡn−i(xs), i = 1, n.
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Доведення цiєї теореми проводиться за аналогiєю, тому ми

залишаємо його читачевi; вiдзначимо лише, що квазiпохiднi

Z̄{ν}(x), ν = 0, q, для спряженого рiвняння (21.5) потрiбно вво-

дити у такий спосiб:

Z̄{j} = Z̄(j), j = 0,m−1; Z̄{m} = −
m∑

j=0

A∗
0j(x)Z̄

(m−j);

Z̄{m+i} = −
(
Z̄{m+i−1})′ −

m∑

j=0

A∗
ij(x)Z̄

(m−j) + Ḡ′
n−i(x), i = 1, n.

Зрозумiло, що подiбнi до 21.2 i 21.3 теореми мають мiсце також

для вiдповiдних асоцiйованих КДР

Lmn[Y ]=
m−1∑

k=0

(−1)k+1F
(k+1)
k (x) та L∗

mn[Z]=
n−1∑

k=0

(−1)k+1G
(k+1)
k (x),

де тепер Fk, Gk ∈ BV +,loc
p×p (I) , i в цьому сенсi вони узагальнюють

результати §17. Практичний iнтерес, зокрема, становить неодно-

рiдне матричне КДР

Lmn[Y ] = (−1)k+1Epδ
(k+1)(x− x0), 0 6 k 6 m−1, (21.6)

де δ(k+1)(x−x0) — (k+1) -ша узагальнена похiдна вiд δ -функцiї

Дiрака з носiєм у точцi x0 ∈ I . На основi теореми 21.2 розв’язок

рiвняння (21.6), що задовольняє нульовi початковi умови, має

вигляд

Y (x) = K∗{k}∗(x, x0)H(x−x0).

Варто вiдзначити, що наведенi вище результати для квазiдифе-

ренцiальних рiвнянь у просторi вектор-функцiй, особливо в ча-

стинi виконання критерiю коректностi, не вiдрiзняються аж надто
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суттєво вiд їх скалярних аналогiв. Однак, векторне звичайне ди-

ференцiальне рiвняння

Ln[Ȳ ] ≡ Ȳ (n) −
n∑

i=1

Ai(x)Ȳ
(n−i) = 0 (21.7)

з узагальненими матричними коефiцiєнтами Ai(x) = B′
i(x) , де

Bi(x) ∈ BV +,loc
p×p (I), i = 1, n, все ж має певну специфiку. Ранiше

нами було показано, що його скалярний аналог — диференцiаль-

не рiвняння (16.1) — коректне, якщо i тiльки якщо справджує-

ться умова (16.3), тобто b1(x) — неперервна функцiя локально

обмеженої на I варiацiї. Внаслiдок формальної замiни bi(x) на

Bi(x) зi структури матрицi (16.5) i умови (16.6) легко отримуємо

необхiдню i достатню умову коректностi векторного диференцi-

ального рiвняння (21.7):

∆B1(x)∆Bi(x) = 0 ∀ x ∈ I (i = 1, n). (21.8)

Однак, завдяки тому, що цi рiвностi матричнi, а не числовi, умо-

ва (21.8), на вiдмiну вiд її скалярного аналогу (16.7), не вимагає

вiд матрицi-функцiї B1(x) її неперервностi. Таким чином, маючи

справу з векторним диференцiальним рiвнянням, маємо можли-

вiсть допустити в коефiцiєнтi A1(x) наявнiсть дискретної компо-

ненти (мiри).

Цiкавим з цiєї причини стає i спряжене диференцiальне рiвня-

ння

L∗
n[Z̄] ≡ (−1)nZ̄(n) −

n∑

i=1

(−1)n−i
(
A∗

i (x)Z̄
)(n−i)

= 0, (21.9)

розв’язок якого є, взагалi кажучи, розривною вектор-функцiєю,

причому стрибки в точках xs розривiв матрицi-функцiї B1(x)
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дорiвнюють

∆Z̄(xs) = −∆B∗
1(xs)Z̄(xs). (21.10)

На перший погляд це видається малоймовiрним, бо в рiвняннi

(11.12) присутнi добутки матриць-мiр A∗
i (x) на розривну вектор-

функцiю Z̄(x) , якi можуть мати особливостi в одних i тих самих

точках xs ∈ I . Насправдi, з точки зору теорiї узагальнених функ-

цiй тут усе законно. Дiйсно, добутки A∗
i (x)Z̄(x) iснують, якщо i

тiльки якщо

∆B∗
i (xs)∆Z̄(xs) = 0 ∀xs ∈ I.

Але ця рiвнiсть безпосередньо випливає з (21.10) i (21.8):

∆B∗
i (xs)∆Z̄(xs) = −∆B∗

i (xs)∆B
∗
1(xs)Z̄(xs) =

= −
(
∆B1(xs)∆Bi(xs)

)∗
Z̄(xs) = 0. (21.11)

Що стосується порядку узагальнених вектор-функцiй у правих

частинах неоднорiдних КДР

Ln[Ȳ ] = F̄ (k)(x) (21.12)

та

L∗
n[Z̄ ] =

l∑

k=0

(−1)k+1Ḡ
(k+1)
k , (21.13)

то тут попри аналогiю зi скалярним випадком також є свої

особливостi. Так, для коректностi векторного КДР (21.12) при

k = 1 , на вiдмiну вiд його скалярного аналогу (16.14), потрiб-

но додатково (окрiм умови (21.8)) вимагати виконання рiвностi

∆B1(x)∆F̄ (x) = 0 ∀ x ∈ I . Це обумовлено тим, що умова (21.8)

є слабшою у порiвняннi з умовою (16.7), вiдтак не забезпечує

коректностi одразу неоднорiдного рiвняння.
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Аналогiчна ситуацiя має мiсце для k > 1 . Для iлюстрацiї роз-

глянемо векторне диференцiальне рiвняння

Ȳ ′′ − B′
2(x)Ȳ = F̄ ′′(x), (21.14)

де Ȳ ∈ C
p , B2 ∈ BV +,loc

p×p (I) , F̄ ∈ BV +
loc,p(I) .

Позначивши

Ȳ [1] = Ȳ ′ − F̄ ′(x),

перепишемо рiвняння (21.14) у виглядi диференцiальної системи

 Ȳ

Ȳ [1]




′

=


 Op Ep

B′
2(x) Op




 Ȳ

Ȳ [1]


 +


F̄ (x)

0̄




′

,

котра, очевидно, коректна, якщо i тiльки якщо

∆B2(x)∆F̄ (x) = 0 ∀ x ∈ I.

Що стосується коректностi рiвняння (21.13) при l=n−1 , то

вона має мiсце лише за таких додаткових умов (порiвняйте з

умовами (16.20)):

∆B∗
i (x)∆Ḡn−1(x) = 0 ∀ x ∈ I (i = 1, n).



4
СТРУКТУРА РОЗВ’ЯЗКIВ УЗАГАЛЬНЕНИХ

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

§ 22. Системи диференцiальних рiвнянь з кусково-

неперервними коефiцiєнтами i δ -особливостями

Нехай на iнтервалi I задано деяку скiнченну впорядковану мно-

жину точок x0 < x1 < . . . < xN . Розглянемо неоднорiдну уза-

гальнену диференцiальну систему вигляду

Y ′ −
(

N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδ(x−xk)

)
Y =

=
N−1∑

k=0

Rk(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Skδ(x−xk), (22.1)

де Y (x) — невiдома p -вимiрна вектор-функцiя, Θk(x) — харак-

теристична функцiя промiжка Ik = [xk, xk+1) , а коефiцiєнти за-

довольняють такi умови:

(I) Ak(x) ∈ Cp×q(Ik), k = 0, N−1;

(II) Ck ∈ C
p×p, k = 1, N ;

(III) Rk(x) ∈ Cp(Ik), k = 0, N−1;

(IV) Sk ∈ C
p, k = 1, N.
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Через ω∗ будемо позначати множину носiїв узагальнених кое-

фiцiєнтiв системи (22.1). Для цiєї системи поставимо початкову

умову

Y (x0) = Y0. (22.2)

Вiдзначимо, що система (22.1) є системою вигляду (7.8). Вiдтак

для неї справджується теорема 8.1, яку тепер можна переформу-

лювати у такий спосiб.

Теорема 22.1. Для iснування єдиного розв’язку Y (x) iз

допустимого класу D
p
C(I) початкової задачi (22.1), (22.2) не-

обхiдне i достатнє виконання умов

C2
k ≡ 0, CkSk ≡ 0, k = 1, N. (22.3)

Цей розв’язок допускає зображення у формi Кошi (8.2), а його

стрибки в точках xk ∈ ω∗ виражаються формулою

∆Y (xk) = CkY (xk − 0) + Sk = CkY (xk) + Sk. (22.4)

Надалi будемо розглядати лише коректнi системи вигля-

ду (22.1), тобто вважатимемо умови (22.3) виконаними.

§ 23. Побудова фундаментальної матрицi

ОЗНАЧЕННЯ 23.1. Однорiдну систему

Y ′(x) =

(
N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x)

)
Y (x),

що вiдповiдає системi (22.1), називатимемо визначальною.
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Фундаментальну матрицю визначальної системи на промiжку

Ik , тобто матрицю Кошi системи Y ′ = Ak(x)Y , будемо позначати

B̃k(x, s) i вважати вiдомою для довiльного k = 0, N−1 . Варто

вiдзначити, що надалi ми часто будемо користуватися неперерв-

ним продовженням праворуч матрицi B̃k(x, s) для x = xk+1 ,

тобто такою рiвнiстю

B̃k(xk+1, s) = B̃k(xk+1 − 0, s). (23.1)

Для зручностi введемо позначення C̃k = E + Ck.

Теорема 23.2. Фундаментальна матриця B(x, s) однорiд-

ної узагальненої диференцiальної системи

Y ′(x) =

(
N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδk(x)

)
Y (x) (23.2)

при x ∈ [x0, xN), s = x0 має вигляд

B(x, x0) =
N−1∑

k=0

Bk(x, x0)Θk(x), (23.3)

де матрицi Bk(x, x0) обчислюються за рекурентними форму-

лами

B0(x, x0) = B̃0(x, x0), x∈I0,
Bk(x, x0)=B̃k(x, xk)C̃kBk−1(xk−0,x0), x∈Ik, k=1,N−1,

(23.4)

а при x = xN :

B(xN , x0) ≡ BN(xN , x0) = C̃NBN−1(xN−0, x0). (23.5)

Доведення. Скористаємося методом математичної iндукцiї

по N . Перевiримо правильнiсть твердження для N =1 , тобто у

випадку, коли множина носiїв узагальнених коефiцiєнтiв дифе-

ренцiальної системи (23.2) мiстить лише одну точку: ω∗ = {x1}.
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На промiжку I0 = [x0, x1) рiвняння (23.2) не мiстить узагаль-

нених коефiцiєнтiв, а тому B(x, x0) = B̃0(x, x0) , тобто справджу-

ються формули (23.3), (23.4) при N=1 . Для значення фундамен-

тальної матрицi B(x, x0) в точцi x = x1 на пiдставi властивостi

(d) матрицi Кошi (див. теорему 3.2) i рiвностi ∆C(x1) =C1 , має-

мо формулу вигляду (23.5)

B(x1, x0) = (E + C1)B(x1−0, x0) = C̃1B0(x1−0, x0).

Далi припустимо, що формули (23.3)–(23.4) справджуються

для деякого N = q > 1 , тобто нехай для довiльного x ∈ [x0, xq)

має мiсце зображення

B(x, x0) =
q−1∑

k=0

Bk(x, x0)Θk(x),

де

B0(x, x0) = B̃0(x, x0), x∈I0,
Bk(x, x0)=B̃k(x, xk)C̃kBk−1(xk−0, x0), x∈Ik, k=1, q−1,

(23.6)

а при x = xq

B(xq, x0) = Bq(xq, x0) = C̃qBq−1(xq − 0, x0). (23.7)

Доведемо їх правильнiсть для N = q+1. Для продовження

фундаментальної матрицi на промiжок Iq = [xq, xq+1) скористає-

мось властивiстю (a) з теореми 3.2:

Bq(x, x0) = Bq(x, xq)Bq(xq, x0).

При x ∈ Iq Bq(x, xq) = B̃q(x, xq), а згiдно припущення (23.7)

Bq(xq, x0) = C̃qBq−1(xq−0, x0),
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i тому для x ∈ Iq маємо

Bq(x, x0) = B̃q(x, xq)C̃qBq−1(xq−0, x0). (23.8)

В такому разi фундаментальну матрицю B(x, x0) на промiжку

[x0, xq+1) можна подати у виглядi

B(x, x0) =
q∑

k=0

Bk(x, x0)Θk(x), (23.9)

де матрицi Bk(x, x0) для k = 1, q−1 обчислюються за рекурен-

тними формулами (23.6),а Bq(x, x0) – за формулою (23.8). От-

же, формули (23.3)–(23.4) правильнi i для N = q + 1 . Очевидно,

формула (23.9) не охоплює значення фундаментальної матрицi в

точцi x = xq+1 . Формулу

B(xq+1, x0) = C̃q+1Bq(xq+1−0, x0)

для обчислення цього значення отримуємо, використавши безпо-

середньо властивiсть (d) матрицi Кошi.

Вiдтак на основi принципу математичної iндукцiї твердження

теореми справджується для довiльного натурального N, що й

треба було довести. �

ЗАУВАЖЕННЯ 23.3. Вiдзначимо, що в разi, коли xN /∈ ω∗ , то

CN = 0 i за формулою (23.5) маємо

B(xN , x0) = (E + CN)BN−1(xN−0, x0) = BN−1(xN−0, x0).

Це означає, що фундаментальна матриця B(x, x0) неперервна

злiва в точцi x=xN /∈ ω∗ , вiдтак її значення в цiй точцi можна

включити у вираз (23.3), трактуючи ΘN−1(x) як характеристич-

ну функцiю вiдрiзка [xN−1, xN ] .



§ 23. Побудова фундаментальної матрицi 167

Наслiдок 23.4. Для фундаментальної матрицi Bk(x, s) ди-

ференцiальної системи (23.2) при s = x0 , x ∈ Ik = [xk, xk+1),

k = 1, N−1, має мiсце мультиплiкативне представлення

Bk(x, x0) = B̃k(x, xk)
k−1∏

j=0

C̃k−jB̃k−j−1(xk−j, xk−j−1). (23.10)

Наслiдок 23.5. Для довiльного x ∈ Ik, k = 1, N−1, при

xq < xk справджується зображення

Bk(x, xq) = B̃k(x, xk)
k−q−1∏

j=0

C̃k−jB̃k−j−1(xk−j, xk−j−1), (23.11)

звiдки

Bk(xk, xq) =
k−q−1∏

j=0

C̃k−jB̃k−j−1(xk−j, xk−j−1),

а вiдтак

Bk(x, xq) = B̃k(x, xk)Bk(xk, xq). (23.12)

Приклад 23.6. На вiдрiзку [0, 1] побудуємо фундаментальну

матрицю B(x, 0) однорiдної узагальненої диференцiальної систе-

ми

Y ′ =

(
Θ0(x)− Θ1(x) δ

(
x− 1

4

)

−δ(x−1) 2Θ0(x) + Θ1(x)

)
Y, (23.13)

де Θ0(x) i Θ1(x) — характеристичнi функцiї промiжкiв
[
0, 1

4

)
та[

1
4
, 1
)

вiдповiдно.

H Задана система є системою вигляду (23.2) з матричними

коефiцiєнтами

A0 =

(
1 0

0 2

)
, A1 =

(
−1 0

0 1

)
, C1 =

(
0 1

0 0

)
, C2 =

(
0 0

−1 0

)

i множиною носiїв узагальнених коефiцiєнтiв ω∗ =
{
x1 =

1
4
, x2 = 1

}
.
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Переконаємося у коректностi заданої системи, тобто у вико-

наннi умов C2
k = 0, k = 1, 2 :

C2
1 =


0 1

0 0




0 1

0 0


 ≡ 0, C2

2 =


 0 0

−1 0




 0 0

−1 0


 ≡ 0.

Визначальна система для системи (23.13) має вигляд

Y ′ =




1 0

0 2


Θ0(x) +


−1 0

0 1


Θ1(x)


Y. (23.14)

Знайдемо фундаментальнi матрицi цiєї системи B̃0(x, s) та

B̃1(x, s) на промiжках
[
0, 1

4

)
i
[
1
4
, 1
)

вiдповiдно.

На iнтервалi
[
0, 1

4

)
маємо систему

Y ′ =


1 0

0 2


Y. (23.15)

Це звичайна диференцiальна система зi сталими коефiцiєнтами,

фундаментальну матрицю якої шукаємо методом Ейлера у ма-

тричнiй формi (див., н-д, [41, c. 156]). Складемо характеристичне

рiвняння для системи (23.15)
∣∣∣∣∣∣
1− λ 0

0 2− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1−λ)(2−λ) = 0

i знайдемо його розв’язки λ1 = 1, λ2 = 2 .

Для кореня λ1 = 1 шукаємо розв’язок системи у виглядi

Y1(x) =

(
C1

C2

)
ex.

Пiсля пiдстановки Y1(x) у вихiдну систему (23.15) i домножува-

ння обидвох її частин на e−x одержимо
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(
C1

C2

)
=

(
C1

2C2

)
,

звiдки C1 — довiльна стала, а C2 = 0 . Покладемо, наприклад,

C1 = 1 , тодi

Y1(x) =

(
ex

0

)
.

За аналогiєю шукаємо розв’язок, що вiдповiдає кореню λ2 = 2 :

Y2(x) =

(
0

e2x

)
.

Запишемо iнтегральну матрицю системи (23.15):

Φ(x) =

(
ex 0

0 e2x

)
.

Для побудови фундаментальної матрицi цiєї системи скористає-

мося формулою [52, c. 271]

B̃0(x, s) = Φ(x)Φ−1(s). (23.16)

Оскiльки det Φ(x) = e3x , то

Φ−1(s) = e−3s

(
e2s 0

0 es

)
=

(
e−s 0

0 e−2s

)
,

i згiдно формули (23.16) фундаментальна матриця визначальної

системи (23.14) на промiжку
[
0, 1

4

)
має вигляд

B̃0(x, s) =

(
ex 0

0 e2x

)(
e−s 0

0 e−2s

)
=

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)
. (23.17)

На iнтервалi
[
1
4
, 1
)

визначальна система (23.14) має вигляд

Y ′ =

(
−1 0

0 1

)
Y. (23.18)
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Матрицю Кошi B̃1(x, s) даної системи шукаємо за аналогiєю до

того, як це робилося на промiжку
[
0, 1

4

)
. Легко переконатися, що

B̃1(x, s) =

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)
. (23.19)

Для побудови фундаментальної матрицi B(x, s) вихiдної сис-

теми (23.13) скористаємося теоремою 23.2. За рекурентними фор-

мулами (23.4) маємо

B0(x, 0) = B̃0(x, 0) =

(
ex 0

0 e2x

)
, x ∈

[
0, 1

4

)
,

B1(x, 0) = B̃1

(
x, 1

4

)
C̃1B0

(
1
4
, 0
)
=

(
e−(x−

1
4) 0

0 ex−
1
4

)
×

×
(
1 1

0 1

)
e

(1
4−0) 0

0 e2(
1
4−0)


 =

(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)
, x ∈

[
1
4
, 1
)
.

Вiдтак фундаментальна матриця B(x, 0) вихiдної системи (23.13)

на промiжку [0, 1) має вигляд

B(x, 0) =

(
ex 0

0 e2x

)
Θ0(x) +

(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)
Θ1(x). (23.20)

Вiдзначимо, що у зв’язку iз наявнiстю у вихiднiй систе-

мi (23.13) коефiцiєнта −δ(x− 1) з носiєм x=1 ∈ ω∗, фундамен-

тальну матрицю цiєї системи у точцi x=1 потрiбно обчислювати

за формулою (23.5), тобто

B(1, 0)=C̃2B1(1−0, 0)=

(
1 0

−1 1

)(
e−1+1

2 e−1+3
4

0 e1+
1
4

)
=

(
e−

1
2 e−

1
4

−e−1
2 e

5
4−e−1

4

)
.

(23.21)

N
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§ 24. Структура розв’язку неоднорiдної диференцiальної

системи

Теорема 24.1. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) на промiжку

[x0, xN) подається у виглядi

Y (x)=
N−1∑

k=0

{
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x), (24.1)

де

Z0 = Y0, Zj = C̃j

xj∫

xj−1

B̃j−1(xj, s)Rj−1(s)ds + Sj, j ≥ 1. (24.2)

У точцi x=xN значення розв’язку обчислюється за формулою

Y (xN) =
N∑

j=0

BN(xN , xj)Zj. (24.3)

Доведення. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) на промiжку

[x0, xN) шукаємо у виглядi

Y (x) =
N−1∑

k=0

Yk(x)Θk(x), (24.4)

де Yk(x) — розв’язок цiєї задачi на промiжку Ik = [xk, xk+1).

На iнтервалi (xk, xk+1) система (22.1) має вигляд

Y ′
k = Ak(x)Yk +Rk(x) (24.5)

i вiдповiдною їй фундаментальною матрицею є B̃k(x, s) . Розв’я-

зок системи (24.5) можна записати у формi Кошi (8.4):

Yk(x) = B̃k(x, xk)Pk +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, (24.6)

де Pk — деякий невiдомий p -вимiрний вектор.
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За аналогiєю на промiжку (xk−1, xk) розв’язок системи (24.5)

подається у виглядi

Yk−1(x) = B̃k−1(x, xk−1)Pk−1 +

x∫

xk−1

B̃k−1(x, s)Rk−1(s)ds (24.7)

з невiдомим вектором Pk−1 . Згiдно теореми 22.1 розв’язок задачi

Кошi (22.1), (22.2) належить до класу BV +
loc,p(I) i в точцi x=xk

виконується умова стрибка (22.4), звiдки

Y (xk) = (E + Ck)Y (xk−0) + Sk = C̃kY (xk−0) + Sk. (24.8)

Враховуючи рiвнiсть (24.7), а також той факт, що Y (xk) та

Y (xk− 0) обчислюються за формулами (24.6) i (24.7) вiдповiдно,

пiсля спрощення маємо

Pk = C̃kB̃k−1(xk, xk−1)Pk−1 + C̃k

xk∫

xk−1

B̃k−1(xk, s)Rk−1(s)ds+ Sk

або згiдно позначення (24.2)

Pk = C̃kB̃k−1(xk, xk−1)Pk−1 + Zk, 1 ≤ k ≤ N − 1.

Вибираючи у цьому рекурентному спiввiдношеннi початкове зна-

чення P0 = Y0 i враховуючи мультиплiкативне представлення

(23.10), методом математичної iндукцiї отримаємо, що

Pk = Bk(xk, x0)Y0 +
k∑

j=1

Bk(xk, xj)Zj, 1 ≤ k ≤ N − 1.

Бiльш того, якщо додатково покласти Z0 = Y0 , то матимемо

Pk =
k∑

j=0

Bk(xk, xj)Zj, 0 ≤ k ≤ N − 1.

Пiдставляючи отриманий вираз у формулу (24.6) i враховуючи
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рiвнiсть (23.12), одержимо розв’язок початкової задачi (22.1),

(22.2) на промiжку Ik :

Yk(x)=
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, (24.9)

котрий пiсля пiдстановки його в (24.4) приводить до зображення

(24.1)–(24.2).

Оскiльки в точцi x=xN розв’язок системи має розрив, то фор-

мула (24.1) не охоплює значення розв’язку в цiй точцi. Формула

(24.4) для обчислення цього значення випливає з рiвностi (24.8)

при k=N , якщо взяти до уваги отримане зображення розв’язку

(24.1), (24.2) i рiвностi

BN(xN , xj) = C̃NBN−1(xN−0, xj), j = 0, N−1, (24.10)

котрi є наслiдками властивостi (d) матрицi Кошi (див. теоре-

му 3.2). Дiйсно, тодi

Y (xN) = C̃NY (xN − 0) + SN =

= C̃N

[N−1∑

j=0

BN−1(xN−0, xj)Zj+

xN∫

xN−1

B̃N−1(xN , s)RN−1(s)ds

]
+SN =

=
N−1∑

j=0

BN(xN , xj)Zj + ZN =
N∑

j=0

BN(xN , xj)Zj.

�

ЗАУВАЖЕННЯ 24.2. Якщо x = xN /∈ ω∗ , то значення розв’язку

в цiй точцi обчислюється за формулою

Y (xN) = C̃NY (xN−0) + SN = Y (xN−0).

Таким чином, розв’язок Y (x) неперервний злiва в точцi x=xN
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i його значення в цiй точцi можна включити у вираз (24.1),

якщо ΘN−1(x) тлумачити як характеристичну функцiю вiдрiзка

[xN−1, xN ] .

Наслiдок 24.3. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) на промiжку

[xk, xk+1), k = 1, N−1, можна зобразити також у виглядi

Yk(x)=Bk(x, x0)Y0+
k∑

j=1

Bk(x, xj)
[
C̃jIj−1(xj)+Sj

]
+Ik(x), (24.11)

де Ik(x) =
x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds.

Наслiдок 24.4. Розв’язок однорiдної (Rk ≡ 0 i Sk ≡ 0 для

всiх k ) задачi (22.1), (22.2) має вигляд:

Y 0(x) =





N−1∑
k=0

Bk(x, x0)Y0Θk(x), x ∈ [x0, xN);

BN(xN , x0)Y0, x = xN .

Наслiдок 24.5. Розв’язок задачi Кошi (22.1), (22.2) при ну-

льовiй початковiй умовi (Y0 = 0 ) має вигляд

Y ∗(x) =





N−1∑

k=0

{ k∑

j=1

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x),

x∈ [x0, xN);N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj, x = xN .

або, враховуючи (24.11):

Y ∗(x)=





N−1∑

k=0

{ k∑

j=1

Bk(x, xj)
[
C̃jIj−1(xj)+Sj

]
+Ik(x)

}
Θk(x),

x∈ [x0,xN);N∑

j=1

BN(xN , xj)
[
C̃jIj−1(xj) + Sj

]
, x = xN .
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Наслiдок 24.6. Розв’язок початкової задачi (22.1), (22.2) до-

пускає зображення Y (x) = Y 0(x) + Y ∗(x).

Приклад 24.7. На вiдрiзку [0, 1] знайдемо розв’язок початко-

вої задачi для неоднорiдної системи:

Y ′ −
(
δ
(
x− 1

2

)
δ
(
x− 1

2

)

−δ
(
x− 1

2

)
−δ
(
x− 1

2

)
)
Y =

(
−2δ

(
x− 1

2

)

2δ
(
x− 1

2

)
)
, (24.12)

Y (0) =

(
1

−1

)
. (24.13)

H Для системи (24.12) маємо:

C1 =

(
1 1

−1 −1

)
, S1 =

(
−2

2

)
. (24.14)

Оскiльки

C2
1 =

(
1 1

−1 −1

)(
1 1

−1 −1

)
≡
(
0 0

0 0

)
,

C1S1 =

(
1 1

−1 −1

)(
−2

2

)
≡
(
0

0

)
,

то система (24.12) коректна. Для неї ω∗ =
{
x1 =

1
2

}
.

Визначальна система для (24.12) на всьому розглядуваному

промiжку матиме вигляд

Y ′ = 0.

Вiдтак фундаментальна матриця обчислюється за формулою

B̃(x, s) = B̃0(x, s) = B̃1(x, s) =

(
1 0

0 1

)
. (24.15)

Розв’язок початкової задачi (24.12), (24.13) на вiдрiзку [0, 1]

(правий кiнець включаємо на пiдставi зауваження 24.2) шукаємо



176 Роздiл 4. Структура розв’язкiв узагальнених КДР

у виглядi (24.4), тобто

Y (x) = Y0(x)Θ0(x) + Y1(x)Θ1(x),

де Θ0(x),Θ1(x) — характеристичнi функцiї промiжкiв
[
0, 1

2

)
та[

1
2
, 1
]

вiдповiдно.

На промiжку
[
0, 1

2

)
розв’язок задачi (24.12), (24.13) обчислю-

ємо за формулою Y0(x) = B̃(x, 0)Y (0), вiдтак

Y0(x) =

(
1

−1

)
.

Нехай x ∈
[
1
2
, 1
]
. Тодi згiдно формули (24.9) i з врахуванням

мультиплiкативного представлення (23.11) запишемо розв’язок

Y1(x)=
[
B1 (x, 0)Z0+B1(x,

1
2
)Z1

]
=B̃

(
x, 1

2

) [
C̃1B̃

(
1
2
, 0
)
Y (0)+S1

]
,

звiдки на пiдставi (24.14), (24.15) i виразу C̃1 = E + C1 , маємо

Y1(x)=

[(
2 1

−1 0

)(
1

−1

)
+

(
−2

2

)]
=

(
−1

1

)
.

На завершення переконаємось, що виконується умова (22.4)

стрибка розв’язку задачi (24.12), (24.13) в точцi x = 1
2
. Дiйсно,

оскiльки

∆Y
(
1
2

)
= Y1

(
1
2

)
− Y0

(
1
2

)
=

(
−1

1

)
−
(

1

−1

)
=

(
−2

2

)
,

C1Y
(
1
2
−0
)
+S1=C1Y0

(
1
2

)
+S1=

(
1 1

−1 −1

)(
1

−1

)
+

(
−2

2

)
=

(
−2

2

)
,

то в точцi x = 1
2

справджується умова

∆Y
(
1
2

)
= C1Y

(
1
2
−0
)
+ S1.

N
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§ 25. Рекурентне представлення розв’язку

Вiдзначимо, що на практицi для вiдшукання розв’язку зада-

чi (22.1), (22.2) замiсть громiздких формул (24.1)–(24.3) доцiль-

нiше користуватися описаними нижче, в теоремi 25.1, рекурен-

тними формулами, котрi для побудови розв’язку на кожному на-

ступному промiжку [xk, xk+1) вимагають додаткового обчислення

лише значення розв’язку на попередньому промiжку [xk−1, xk) в

єдинiй точцi xk−0 .

Теорема 25.1. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) можна знайти

за такими рекурентними формулами:

Y0(x) = B̃0(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B̃0(x, s)R0(s)ds, x ∈ [x0, x1), (25.1)

Yk(x) = B̃k(x, xk)
[
C̃kYk−1(xk−0) + Sk

]
+

+

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, x ∈ [xk, xk+1), k=1, N−1, (25.2)

YN(xN) = C̃NYN−1(xN−0) + SN . (25.3)

Доведення. При k=0 , тобто на промiжку [x0, x1) , систе-

ма (22.1) не мiстить жодних узагальнених компонент, а є си-

стемою iз неперевними коефiцiєнтами. Вiдтак для її розв’язку на

цьому промiжку справджується формула Кошi (25.1).

При k=1 , тобто на iнтервалi [x1, x2) , розв’язок системи (22.1)

можна записати у формi Кошi з невiдомим початковим вектором

Y1 :

Y1(x) = B̃1(x, x1)Y1 +

x∫

x1

B̃1(x, s)R1(s)ds. (25.4)
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Використаємо умову спряження (22.4) для розв’язку узагальненої

системи (22.1) в точцi x = x1 , тобто умову

Y (x1) = C̃1Y (x1−0) + S1.

Враховуючи, що Y (x1) = Y1(x1) = Y1 , а Y (x1−0) = Y0(x1−0) ,

маємо, фактично, вираз для початкового вектора Y1 розв’яз-

ку системи (22.1) на промiжку [x0, x1) . Пiсля його пiдстановки

в (25.4) отримуємо формулу (25.2) для k=1 :

Y1(x) = B̃k(x, x1)
[
C̃1Y0(x1−0) + S1

]
+

x∫

x1

B̃1(x, s)R1(s)ds.

Для довiльного k > 1 доведення проводиться з використанням

методу математичної iндукцiї. �

ЗАУВАЖЕННЯ 25.2. Вiдзначимо, що тепер формулу (24.1) легко

отримати як наслiдок iз теореми 25.1.

ЗАУВАЖЕННЯ 25.3. В разi, коли xN /∈ ω∗ , маємо CN =0 ,

SN =0 i тодi за формулою (25.3)

YN(xN) = (E + CN)YN−1(xN−0) + SN = YN−1(xN−0),

тобто розв’язок Y (x) неперервний злiва в точцi x=xN /∈ ω∗

(порiвн. iз зауваженням 24.2).

Приклад 25.4. На вiдрiзку [0, 1] знайдемо розв’язок неодно-

рiдної початкової задачi

Y ′ −
(
Θ0(x)− Θ1(x) δ

(
x− 1

4

)

−δ(x−1) 2Θ0(x) + Θ1(x)

)
Y =

=

(
Θ1(x) +

1
2
δ
(
x− 1

4

)

xΘ0(x) + exΘ1(x) +
1
4
δ(x−1)

)
, (25.5)
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Y (0) =

(
0

1

)
, (25.6)

де Θ0(x) i Θ1(x) — характеристичнi функцiї iнтервалiв
[
0, 1

4

)
та[

1
4
, 1
)

вiдповiдно.

H Система (25.5) є системою вигляду (22.1) з коефiцiєнтами

A0 =

(
1 0

0 2

)
, A1 =

(
−1 0

0 1

)
, R0 =

(
0

x

)
, R1 =

(
1

ex

)
,

C1 =

(
0 1

0 0

)
, C2 =

(
0 0

−1 0

)
, S1 =

(
1
2

0

)
, S2 =

(
0
1
4

)

i множиною носiїв ω∗ =
{
x1 =

1
4
, x2 = 1

}
. Неважко переконатися

у коректностi заданої системи.

Зауважимо, що вiдповiдна (25.5) визначальна система збiга-

ється iз визначальною системою (23.18), розглянутою в прикла-

дi 23.6. Вiдтак фундаментальна матриця системи (25.5) на про-

мiжку [0, 1) має вигляд (23.20), а в точцi x=1 набуває значен-

ня (23.21).

Перший спосiб. Знайдемо розв’язок задачi (25.5), (25.6) на про-

мiжку [0, 1) за формулою (24.1):

Y (x) =

[
B0(x, 0)Z0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds

]
Θ0(x)+

+

[
B1(x, 0)Z0 +B1

(
x, 1

4

)
Z1 +

x∫

1/4

B̃1(x, s)R1(s)ds

]
Θ1(x).

На пiдставi формул (23.17), (23.19), (23.20) маємо

B̃0(x, s) =

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)
, B̃1(x, s) =

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)
,
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B0(x, 0) =

(
ex 0

0 e2x

)
, B1(x, 0) =

(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)
,

B1(x,
1
4
) = B̃1(x,

1
4
) =

(
e−x+1

4 0

0 ex−
1
4

)
,

а згiдно (24.2):

Z0 = Y0 =

(
0

1

)
,

Z1 = C̃1

x1∫

x0

B̃0(x1−0, s)R0(s)ds + S1 =

=

(
1 1

0 1

) 1
4∫

0

(
e

1
4−s 0

0 e2(
1
4−s)

)(
0

s

)
ds+

(
1
2

0

)
=




−1
2

1
4∫
0

sd
{
e2(

1
4−s)
}
+ 1

2

−1
2

1
4∫
0

sd
{
e2(

1
4−s)
}



=

=



−1

2

[
se2(

1
4−s) + 1

2
e2(

1
4−s)

]∣∣∣
1
4

0
+1

2

−1
2

[
se2(

1
4−s) + 1

2
e2(

1
4−s)

]∣∣∣
1
4

0


 =

(
1
4
e

1
2 + 1

8
1
4
e

1
2 − 3

8

)
.

Запишемо формулу для обчислення розв’язку:

Y (x) =

[(
ex 0

0 e2x

)(
0

1

)
+

x∫

0

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)(
0

s

)
ds

]
Θ0(x)+

+

[(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)(
0

1

)
+

(
e−x+1

4 0

0 ex−
1
4

)(
1
4
e

1
2 + 1

8
1
4
e

1
2 − 3

8

)
+

+

x∫

1/4

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)(
1

es

)
ds

]
Θ1(x) =
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=




0

e2x+
x∫
0

se2(x−s)ds


Θ0(x)+




5
4
e−x+3

4 + 1
8
e−x+1

4 +
x∫

1/4

e−x+sds

5
4
ex+

1
4 − 3

8
ex−

1
4 +

x∫
1/4

exds


Θ1(x).

Звiдки пiсля обчислення iнтегралiв та зведення подiбних додан-

кiв отримаємо

Y (x)=




[
5
4
e−x+3

4 − 7
8
e−x+1

4 + 1
]
Θ1(x)[

5
4
e2x − 1

2
x− 1

4

]
Θ0(x)+

[
5
4
ex+

1
4 − 3

8
ex−

1
4+
(
x− 1

4

)
ex
]
Θ1(x)


.

Значення розв’зку задачi (25.5), (25.6) в точцi x=1 обчислимо

за формулою (24.3):

Y (1) = B2(1, 0)Z0 +B2

(
1, 1

4

)
Z1 +B2(1, 1)Z2.

Врахуємо, що B2(1, 1) = E2 , та знайдемо за формулою (24.10)

B2(1, 0)=C̃2B1(1−0, 0)=

(
1 0

−1 1

)(
e−

1
2 e−

1
4

0 e
5
4

)
=

(
e−

1
2 e−

1
4

−e−1
2 e

5
4−e−1

4

)
,

B2

(
1, 1

4

)
= C̃2B1

(
1−0, 1

4

)
=

(
1 0

−1 1

)(
e−

3
4 0

0 e
3
4

)
=

(
e−

3
4 0

−e−3
4 e

3
4

)

i за формулою (24.2)

Z2=C̃2

x2∫

x1

B̃1(x2, s)R1(s)ds + S2 =

=

(
1 0

−1 1

) 1∫

1/4

(
e−1+s 0

0 e1−s

)(
1

es

)
ds +

(
0
1
4

)
=

=




1∫
1/4

es−1ds

1∫
1/4

(e−es−1) ds + 1
4


 =

(
1− e−

3
4

3
4
(e−1) + e−

3
4

)
.
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Вiдтак знаходимо значення розв’язку задачi (25.5), (25.6) в точ-

цi x=1 :

Y (1) =

(
e−

1
2 e−

1
4

−e−1
2 e

5
4−e−1

4

)(
0

1

)
+

(
e−

3
4 0

−e−3
4 e

3
4

)(
1
4
e

1
2 + 1

8
1
4
e

1
2 − 3

8

)
+

+

(
1− e−

3
4

3
4
(e−1) + e−

3
4

)
=

(
5
4
e−

1
4 − 7

8
e−

3
4 + 1

5
4
e

5
4 + 3

4
e− 3

8
e

3
4 − 3

4
− 5

4
e−

1
4 + 7

8
e−

3
4

)
.

Другий спосiб. Знайдемо розв’язок задачi (25.5), (25.6) на вiд-

рiзку [0, 1] за рекурентними формулами (25.1)–(25.3).

На промiжку
[
0, 1

4

)
розв’язок подається формулою

Y0(x) = B̃0(x, 0)Y0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds =

=

(
ex 0

0 e2x

)(
0

1

)
+

x∫

0

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)(
0

s

)
ds =

(
0

5
4
e2x − 1

2
x− 1

4

)
,

на промiжку
[
1
4
, 1
)

— формулою

Y1(x) = B̃1

(
x, 1

4

)[
C̃1Y0

(
1
4
−0
)
+ S1

]
+

x∫

1/4

B̃1(x, s)R1(s)ds =

=


e

−x+
1
4 0

0 ex−
1
4



[(

1 1

0 1

)(
0

5
4
e

1
2 − 3

8

)
+

(
1
2

0

)]
+

+

x∫

1/4

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)(
1

es

)
ds =

(
5
4
e−x+3

4 − 7
8
e−x+1

4 + 1
5
4
ex+

1
4 − 3

8
ex−

1
4 +

(
x− 1

4

)
ex

)
,

а в точцi x=1 обчислюється наступним чином:

Y2(1)=C̃2Y1

(
1− 0, 1

4

)
+S2=

(
1 0

−1 1

)(
5
4
e−

1
4 − 7

8
e−

3
4 + 1

5
4
e

5
4 − 3

8
e

3
4 + 3

4
e

)
+

(
0
1
4

)
,
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звiдки

Y (1) = Y2(1) =

(
5
4
e−

1
4 − 7

8
e−

3
4 + 1

5
4
e

5
4 + 3

4
e− 3

8
e

3
4 − 3

4
− 5

4
e−

1
4 + 7

8
e−

3
4

)
. (25.7)

Вiдтак розв’язок початкової задачi (25.5), (25.6) на всьому про-

мiжку [0, 1) зображається у виглядi

Y (x)=




[
5
4
e−x+3

4− 7
8
e−x+1

4+1
]
Θ1(x)[

5
4
e2x− 1

2
x− v 1

4

]
Θ0(x)+

[
5
4
ex+

1
4− 3

8
ex−

1
4+
(
x− 1

4

)
ex
]
Θ1(x)


,

а в точцi x=1 набуває значення (25.7). N

Приклад 25.5. На вiдрiзку [0, π] знайдемо розв’язок задачi:

Y ′ −




Θ1(x) 2Θ0(x)− Θ1(x) −Θ1(x)

Θ1(x)− δ(x− π) Θ0(x) + Θ1(x) Θ0(x)

3Θ1(x) δ
(
x− π

2

)
Θ0(x) + Θ1(x)


Y =

=




2Θ0(x)− δ
(
x− π

2

)

(x + 1)Θ0(x)− Θ1(x) + δ(x− π)

Θ0(x) + Θ1(x) + δ
(
x− π

2

)
+ 2δ(x− π)


, (25.8)

Y (0) =




1

1

1


 , (25.9)

де Θ0(x),Θ1(x) — характеристичнi функцiї промiжкiв
[
0, π

2

)
та[

π
2
, π
)

вiдповiдно.

H Система (25.8) є системою вигляду (22.1) з такими коефiцi-

єнтами:

A0=



0 2 0

0 1 1

0 0 1


, A1=




1 −1 −1

1 1 0

−3 0 1


, R0=




2

x + 1

1


, R1=




0

−1

1


,
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C1=



0 0 0

0 0 0

0 1 0


, C2=




0 0 0

−1 0 0

0 0 0


, S1=



−1

0

1


, S2=



0

1

2


,

для якої ω∗ =
{
x1 =

π
2
, x2 = π

}
. Легко переконатися, що задана

система є коректною.

Знайдемо розв’язок задачi (25.8), (25.9) на промiжку
[
0, π

2

)
, на

якому визначальна система має вигляд

Y ′ =



0 2 0

0 1 1

0 0 1


Y (25.10)

i є системою диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєн-

тами. Для вiдшукання її фундаментальної матрицi знову (див.

приклад 23.6) скористаємось методом Ейлера у матричнiй формi.

Складемо характеристичне рiвняння для системи (25.10)
∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 2 0

0 1−λ 1

0 0 1−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −λ(1−λ)2 = 0

i знайдемо його коренi λ1=0, λ2=λ3=1 (власнi значення ма-

трицi A0 ).

Для простого кореня λ1 = 0 частинний розв’язок шукаємо у

виглядi

Ŷ1(x) =




α1

α2

α3


e

λ1x =




α1

α2

α3




з невизначеними коефiцiєнтами αk ∈ R, k = 1, 3 . Пiсля пiд-

становки його у визначальну систему (25.10) отримаємо систему
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алгебраїчних рiвнянь




2α2 = 0,

α2 + α3 = 0,

α3 = 0,

що має розв’язки вигляду α1∈R, α2=α3=0. Вибравши, скажi-

мо, α1 = 1 , отримаємо власний вектор (1, 0, 0) матрицi A0 , що

вiдповiдає власному значенню λ1 = 0 , i вiдповiдний частинний

розв’язок системи (25.10)

Ŷ1(x) =




1

0

0


.

Для двократного кореня λ2,3=1 частиннi розв’язки слiд шука-

ти у виглядi

Ŷ2,3(x) =







α1

α2

α3


 +




β1

β2

β3


x


 e

x,

що пiсля пiдстановки у рiвняння (25.10), скорочення на ex i при-

рiвнювання коефiцiєнтiв при однакових степенях x приводить до

наступної системи алгебраїчних рiвнянь:




α1 − 2α2 + β1 = 0,

β1 − 2β2 = 0,

α3 − β2 = 0,

β3 = 0.

З цiєї системи маємо
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α1 = 2(C1−C2), α2 = C1, α3 = β2 = C2, β1 = 2C2, β3 = 0,

де C1, C2∈R.

Вибравши спочатку C1=1, C2=0 , а потiм навпаки, отримаємо

ще два частиннi розв’язки визначальної системи (25.10):

Ŷ2(x) =




2

1

0


e

x, Ŷ3(x) =




2x−2

x

1


e

x.

Для перевiрки того, що вектори Ŷ1(x), Ŷ2(x), Ŷ3(x) утворюють

лiнiйно незалежну систему, достатньо обчислити їх вронскiан у

будь-якiй точцi, н-д, при x=0 :

W (0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2ex 2(x−1)ex

0 ex xex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣∣∣
x=0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −2

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 6= 0.

Таким чином, iнтегральна матриця Φ(x) визначальної системи

(25.10) має вигляд

Φ(x) =




1 2ex 2(x−1)ex

0 ex xex

0 0 ex


.

Побудуємо фундаментальну матрицю системи (25.10) [52]:

B̃0(x, s)=Φ(x)Φ−1(s)=




1 2ex 2(x−1)ex

0 ex xex

0 0 ex







1 −2 2

0 e−s −se−s

0 0 e−s


=

=




1 2
(
ex−s−1

)
2(x−s)ex−s−2

(
ex−s−1

)

0 ex−s (x−s)ex−s

0 0 ex−s


.
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Знайдемо тепер розв’язок Y0(x) задачi (25.8), (25.9) на про-

мiжку
[
0, π

2

)
за формулою

Y0(x) = B̃0(x, 0)Y0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds.

Таким чином отримаємо

Y0(x) =




1 2
(
ex−1

)
2xex−2

(
ex−1

)

0 ex xex

0 0 ex







1

1

1


+

+

x∫

0




1 2
(
ex−s−1

)
2(x−s)ex−s−2

(
ex−s−1

)

0 ex−s (x−s)ex−s

0 0 ex−s







2

s+1

1


ds =

=




1+2xex

(x+1)ex

ex


+

x∫

0




2xex−s−2s+2

(x+1)ex−s

ex−s


ds =




4xex−x2+1

2(x+1)ex−x−1

2ex−1


.

Отже,

Y0(x) =




4xex − x2 + 1

2(x + 1)ex − x− 1

2ex − 1


, x ∈

[
0, π

2

)
. (25.11)

Знайдемо розв’язок Y1(x) задачi (25.8), (25.9) для x ∈
[
π
2
, π
)
.

Визначальна система на цьому промiжку

Y ′ =




1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


Y (25.12)

є системою диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Її характеристичне рiвняння
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∣∣∣∣∣∣∣∣

1−λ −1 −1

1 1−λ 0

3 0 1−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1−λ)

[
(1−λ)2 + 4

]
= 0

має коренi λ1=1, λ2,3=1 ± 2i, яким вiдповiдають (пропонуємо

читачевi переконатися в цьому самостiйно) частиннi розв’язки

Ŷ1(x) =




0

1

−1


e

x, Ŷ2(x) =




2 sin 2x

− cos 2x

−3 cos 2x


e

x, Ŷ3(x) =




2 cos 2x

sin 2x

3 sin 2x


e

x.

Вiдтак будуємо фундаментальну матрицю визначальної систе-

ми (25.12):

B̃1(x,s) =




0 2exsin2x 2excos2x

ex −excos2x exsin2x

−ex −3excos2x 3exsin2x







0 2essin 2s 2escos 2s

es −escos 2s essin 2s

−es −3escos 2s 3essin 2s




−1

=

=




0 2exsin2x 2excos2x

ex −excos2x exsin2x

−ex −3excos2x 3exsin2x







0 3
4
e−s −1

4
e−s

1
2
e−ssin2s −1

4
e−scos2s−1

4
e−scos2s

1
2
e−scos2s 1

4
e−ssin2s 1

4
e−ssin2s


=

=




ex−s cos2(x−s) −1
2
ex−s sin2(x−s) −1

2
ex−ssin2(x−s)

1
2
ex−ssin2(x−s) 1

4
ex−s[cos2(x−s)+3] 1

4
ex−s[cos2(x−s)−1]

3
2
ex−ssin2(x−s) 3

4
ex−s[cos2(x−s)−1] 1

4
ex−s[3 cos2(x−s)+1]


.

Далi за формулою (25.2) запишемо розв’язок вихiдної зада-

чi (25.8), (25.9) на промiжку
[
π
2
, π
)
:

Y1(x) = B̃1

(
x, π

2

)[
C̃1Y0

(
π
2
−0
)
+ S1

]
+

x∫

π
2

B̃1(x, s)R1(s)ds (25.13)
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Нагадаємо, що C̃1 = E4 + C1 . Пiдставивши в (25.13) вiдповiднi

матрицi i виконавши усi необхiднi обчислення, отримаємо

Y1(x) =




[
−2π cos 2x+(π+3) sin 2x

]
ex+

+
[
π2

4
cos 2x− π+2

2
sin 2x

]
ex−

π
2 ;

[
−π+3

2
cos 2x− π sin 2x + π+1

2

]
ex+

+
[
π+2
4
cos 2x + π2

8
sin 2x− π+6

4

]
ex−

π
2 + 1;

[
−3π+9

2
cos 2x− 3π sin 2x− π+1

2

]
ex+

[
3π+6
4

cos 2x + 3π2

8
sin 2x+ π+6

4

]
ex−

π
2 − 1




(25.14)

Остаточно, розв’язок задачi (25.8), (25.9) на промiжку [0, π)

зображається у виглядi

Y (x) = Y0(x)Θ0(x) + Y1(x)Θ1(x),

де Y0(x), Y1(x) вираженi формулами (25.11) i (25.14) вiдповiдно.

У точцi x=π ∈ ω∗ значення розв’язку слiд обчислювати за

окремою формулою (25.3):

Y (π) = C̃2Y1(π−0) + S2 =




−2πeπ + π2

4
e

π
2

(2π − 1)eπ − π2+4
4
e

π
2 + 2

−(2π + 5)eπ + (π + 3)e
π
2 + 1


.

N
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§ 26. Зведення крайової задачi до початкової

Доведемо твердження, на якому ґрунтується один спецiальний

метод розв’язування крайових задач для системи (22.1), що по-

лягає у зведеннi крайової задачi до початкової.

Систему (22.1) розглянемо разом з крайовими умовами:

PY (x0) +QY (xN) = U, (26.1)

де P,Q ∈ C
p×p, U ∈ C

p.

Теорема 26.1. Якщо

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
6= 0, (26.2)

то за умов коректностi (22.3) iснує єдиний розв’язок крайової

задачi (22.1), (26.1), який зображається у виглядi (24.1)–(24.3)

або (25.1)–(25.3), де початковий вектор обчислюється за фор-

мулою

Y0 =
[
P +QBN(xN , x0)

]−1
[
U −Q

N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj

]
. (26.3)

Доведення. Згiдно (24.3) маємо

Y (xN) = BN(xN , x0)Y0 +
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj,

звiдки

QY (xN) = QBN(xN , x0)Y0 +Q
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj.

Враховуючи крайову умову (26.1), одержимо рiвнiсть:

U − PY0 = QBN(xN , x0)Y0 +Q
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj,
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звiдки випливає формула (26.3). Виконання умови (26.2) забезпе-

чує iснування оберненої матрицi
[
P + QBN(xN , x0)

]−1
, а вiдтак

i початкового вектора Y0 .

Таким чином, розв’язування крайової задачi (22.1), (26.1) зве-

лося до знаходження розв’язку початкової задачi (22.1), (26.3),

котрий згiдно теореми 22.1 iснує та єдиний. �

Приклад 26.2. Нехай задана узагальнена система

Y ′ −
(

0 4Θ0(x)+2Θ1(x)

−Θ0(x)−2Θ1(x)−δ
(
x− π

2

)
0

)
Y =

=

(
0

5Θ0(x) + sinxΘ1(x)− 20δ
(
x− π

2

)
)
, (26.4)

де Θ0(x) , Θ1(x) – характеристичнi функцiї промiжкiв
[
0, π

2

)
та[

π
2
, π
]

вiдповiдно.

Знайдемо розв’язок цiєї системи, який задовольняє крайовi

умови

PY (0) +QY (1) = 0, P =

(
0 1

0 0

)
, Q =

(
0 0

0 1

)
. (26.5)

H Система (26.4) є системою вигляду (22.1) з такими коефiцi-

єнтами:

A0(x) =

(
0 4

−1 0

)
, A1(x) =

(
0 2

−2 0

)
, C1 =

(
0 0

4 0

)
, C2 =

(
0 0

0 0

)
,

R0(x) =

(
0

5

)
, R1(x) =

(
0

sinx

)
, S1 =

(
0

−20

)
, S2 =

(
0

0

)
.

Оскiльки C2
1 =C

2
2 =0, C1S1=C2S2=0 , то система (26.4) є ко-

ректною. Зауважимо, що ω∗ =
{
x1 =

π
2

}
.
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Для системи (26.4) визначальна система

Y ′ =

((
0 4

−1 0

)
Θ0 +

(
0 2

−2 0

)
Θ1

)
Y

на кожному iз промiжкiв
[
0, π

2

)
та
[
π
2
, π
]

є диференцiальною си-

стемою iз сталими коефiцiєнтами. Неважко переконатися, що вiд-

повiднi фундаментальнi матрицi матимуть вигляд

B̃0(x, s) =

(
cos 2(x−s) 2 sin 2(x−s)

−1
2
sin 2(x−s) cos 2(x−s)

)
,

B̃1(x, s) =

(
cos 2(x−s) sin 2(x−s)
− sin 2(x−s) cos 2(x−s)

)
.

Перевiримо умову (26.2) iснування єдиного розв’язку для задачi

(26.4), (26.5). Враховуючи, що x=π /∈ ω∗ , на пiдставi зауваже-

ння 23.3 i наслiдку 23.4 маємо

B2(π, 0) = B1(π−0, 0) = B̃1

(
π−0, π

2

)
C̃1B̃0

(
π
2
−0, 0) =

=

(
−1 0

0 −1

)(
1 0

4 1

)(
−1 0

0 −1

)
=

(
1 0

4 1

)
.

B2

(
π, π

2

)
= B1

(
π−0, π

2

)
= B̃1

(
π−0, π

2

)
=

(
−1 0

0 −1

)
.

Обчислимо визначник

det
[
P+QB2(π, 0)

]
=det

[(
0 1

0 0

)
+

(
0 0

0 1

)(
1 0

4 1

)]
=

∣∣∣∣∣
0 1

4 1

∣∣∣∣∣ =−4.

Оскiльки det
[
P+QB2(π, 0)

]
6= 0, то за теоремою 26.1 розв’язок

крайової задачi (26.4), (26.5) буде обчислюватися за формула-

ми (24.1)–(24.3) або (25.1)–(25.3), початковий вектор для яких
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визначатиметься згiдно (26.3). Таким чином маємо

Y0 = −
[
P +QB2(π, 0)

]−1
Q
[
B2

(
π, π

2

)
Z1 + Z2

]
.

Для вiдшукання векторiв Z1 i Z2 використаємо спiввiдношен-

ня (24.2):

Z1 = C̃1

π
2∫

0

B̃0

(
π
2
, s
)
R0(s)ds + S1 =

=

(
1 0

4 1

) π
2∫

0

(
cos(π−2s) 2 sin(π−2s

)

−1
2
sin(π−2s) cos(π−2s)

)(
0

5

)
ds +

(
0

−20

)
=

=

(
1 0

4 1

)



10

π
2∫
0

sin(π−2s)ds

5

π
2∫
0

cos(π−2s)ds


 +

(
0

−20

)
=

(
10

20

)
,

Z2 = C̃2

π∫

π
2

B̃1

(
π, s

)
R1(s)ds + S2 =

=

π∫

π
2

(
cos 2

(
π−s

)
sin 2

(
π−s

)

− sin 2
(
π−s

)
cos 2

(
π−s

)
)(

0

sin s

)
ds =

=




−
π∫
π
2

sin 2s sin sds

π∫
π
2

cos 2s sin sds


 =

(
2
3

−1
3

)
.

Тодi

Y0 =−


0 1

4 1




−1
0 0

0 1






−1 0

0 −1




10

20


+




2
3

−1
3




=




61
12

0


.
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Скориставшись тепер рекурентними формулами (25.1)–(25.3)

з початковим вектором Y0 , запишемо розв’язок крайової зада-

чi (26.4), (26.5).

На промiжку
[
0, π

2

)
розв’язок матиме вигляд

Y0(x)=B̃0(x, 0)Y0+

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds=


 cos 2x 2 sin 2x

−1
2
sin 2x cos 2x






61
12

0


+

+

x∫

0


 cos2(x− s) 2 sin2(x− s)

−1
2
sin2(x− s) cos2(x− s)




0

5


ds =




1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x


.

Запишемо розв’язок крайової задачi при x ∈
[
π
2
, π
]
:

Y1(x)=B̃1

(
x, π

2

)[
C̃1Y0

(
π
2
− 0
)
+ S1

]
+

x∫

π
2

B̃1(x, s)R1(s)ds =

=


 cos(2x−π) sin(2x−π)
− sin(2x−π) cos(2x−π)






1 0

4 1






1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x


+


 0

−20




+

+

x∫

π
2


 cos 2(x− s) sin 2(x− s)

− sin 2(x− s) cos 2(x− s)




 0

sin s


 ds =

=


−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 5 cos 2x + 1

24

1
16
sin 4x− 1

3
cos2 2x + 5 sin 2x


+




2
3
cos 2x + 2

3
sinx

1
3
cosx + 1

3
sin 2x


 =

=


−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24

1
16
sin 4x− 1

3
cos2 2x + 16

3
sin 2x + 1

3
cos x


.

Отже, розв’язок крайової задачi (26.4), (26.5) зображається у

виглядi

Y (x) = Y0(x)Θ0(x) + Y1(x)Θ1(x), (26.6)
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де

Y0(x) =

(
1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x

)
,

Y1(x) =

(
−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24
1
16
sin 4x− 1

3
cos2 2x + 16

3
sin 2x + 1

3
cos x

)
.

N

§ 27. Квазiдиференцiальнi рiвняння з кусково-

неперервними коефiцiєнтами i δ-особливостями

Розглянемо узагальнене КДР
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (27.1)

з коефiцiєнтами вигляду

1) a00(x) =
N−1∑
k=0

ãk00(x)Θk(x),

2) aij(x) =
N−1∑
k=0

ãkij(x)Θk(x), i = 0, n, j = 0,m, i·j = 0;

3) aij(x) =
N−1∑
k=0

ãkij(x)Θk(x) +
N∑
k=1

akijδk(x), i = 1, n, j = 1,m,

4) fr(x) =
N−1∑
k=0

f̃ k
r (x)Θk(x) +

N∑
k=1

f k
r δk(x), r = 0,m−1,

де y : I → C — невiдома функцiя, ãkij(x), f̃
k
r (x) — неперервнi

на промiжку Ik = [xk, xk+1) функцiї, akij, f
k
r — дiйснi числа.
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Для КДР (27.1) квазiпохiднi вводяться на основi формул (15.2)

з урахуванням випадку l=m− 1 , а саме:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i)+f ′

m−j(x), j = 1,m.

Тодi КДР (27.1) зводиться до системи виду (22.1):

Y ′ −
(

N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδ(x−xk)

)
Y =

=
N−1∑

k=0

Rk(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Skδ(x−xk),

де Y (x) =
(
y(x), y[1](x), . . . , y[q−1](x)

)⊤
— невiдома вектор- функ-

цiя, вектори Rk i Sk мають вигляд

Rk(x) =
(
0, . . . , 0, f̃ k

m−1(x), . . . , f̃
k
1 (x), f̃

k
0 (x)

)⊤
, (27.2)

Sk =
(
0, . . . , 0, f k

m−1, . . . , f
k
1 , f

k
0

)
⊤

, (27.3)

а кожна з матриць Ak(x) i Ck розмiру q × q має таку блокову

структуру:

Ak(x) =

(
Ak

11(x) Ak
12(x)

Ak
21(x) Ak

22(x)

)
, Ck =

(
Onm On

Ck
21 Omn

)
, (27.4)

де

Ak
11(x) =




0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1

− ãkn0(x)

ãk00(x)
− ãkn−1,0(x)

ãk00(x)
. . . − ãk10(x)

ãk00(x)



, (27.5)
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Ak
12(x) =




0 0 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 0
1

ãk00(x)
0 . . . 0



, (27.6)

Ak
21(x)=




ãkn1(x)− ãk01(x)ã
k
n0(x)

ãk00(x)
. . . ãk11(x)− ãk01(x)ã

k
10(x)

ãk00(x)
... . . . ...

ãkn,m(x)−
ãk0,m(x)ãkn0(x)

ãk00(x)
. . . ãk1,m(x)−

ãk0,m(x)ãk10(x)

ãk00(x)


, (27.7)

Ak
22(x) =




ãk01(x)

ãk00(x)
−1 . . . 0

... ... . . . ...
ãk0,m−1(x)

ãk00(x)
0 . . . −1

ãk0,m(x)

ãk00(x)
0 . . . 0



, (27.8)

Ck
21 =




akn1 akn−1,1 . . . ak11
akn2 akn−1,2 . . . ak12
. . . . . . . . . . . .

aknm akn−1,m . . . ak1m



. (27.9)

Вiдзначимо, що вигляд матриць Ck i векторiв Sk, k = 1, N,

гарантує виконання умов коректностi (22.3) для системи (22.1).

Вiдповiдна їй визначальна система еквiвалентна КДР

n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j

(
N−1∑

k=0

ãkij(x)Θk(x) y
(n−i)

)(m−j)

= 0. (27.10)

Квазiдиференцiальне рiвняння (27.10) будемо називати визна-

чальним для вiдповiдного КДР (27.1).

Вiдзначимо, що фундаментальну матрицю B̃k(x, s) визначаль-

ної системи на Ik, k=0, N−1, можна знайти за формулою

(13.7), щойно буде вiдома функцiя Кошi КДР (27.10) на цьому
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промiжку, тобто функцiя Кошi K̃k(x, s) рiвняння
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
ãkij(x)y

(n−i)
)(m−j)

= 0.

Для КДР (27.1) поставимо початковi умови

y[ν](x0) = yν0 , y
ν
0 ∈ R, ν = 0, q−1. (27.11)

Якщо умови (27.11) записати у векторному виглядi

Y (x0) =
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

, (27.12)

то початкова задача (27.1), (27.11) буде еквiвалентною задачi

(22.1), (22.2) з початковим вектором (27.12). Розв’язавши остан-

ню, отримаємо вираз для розв’язку y(x) початкової задачi (27.1),

(27.11) та його квазiпохiдних.

Приклад 27.1. Розглянемо задачу про вимушенi поздовжнi

коливання закрiпленого на кiнцях стрижня довжиною π кусково-

сталого перерiзу f(x) iз зосередженою масою та узагальненим

зовнiшнiм навантаженням:

(
f(x)y′

)′
+ 4
[
f(x)− δ

(
x− π

2

)]
y =

= 5Θ0(x) + sinxΘ1(x)− 20δ
(
x− π

2

)
, (27.13)

y′(0) = y[1](π) = 0, (27.14)

де Θ0(x),Θ1(x) — характеристичнi функцiї промiжкiв
[
0, π

2

)
та[

π
2
, π
]

вiдповiдно,

f(x) =
1

4
Θ0(x) +

1

2
Θ1(x), (27.15)

а y[1](x) = f(x)y′(x) — так звана квазiпохiдна.
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H Запишемо для КДР (27.13) множину носiїв його узагаль-

нених коефiцiєнтiв: ω∗ =
{
x1 = π

2

}
. За допомогою вектора

Y =
(
y, y[1]

)
⊤

КДР (27.13) зводимо до системи

Y ′ =

(
0 f−1(x)

−4f(x)− δ
(
x− π

2

)
0

)
Y +

+

(
0

5Θ0(x) + sinxΘ1(x)− 20δ
(
x− π

2

)
)
. (27.16)

Враховуючи (27.15), маємо f−1(x) = 4Θ0(x) + 2Θ1(x). Вiдтак

система (27.16) є системою вигляду (26.4). Крайовi умови (27.14)

запишемо у векторному виглядi

PY (0) +QY (1) = 0, P =

(
0 1

0 0

)
, Q =

(
0 0

0 1

)
.

Таким чином, ми отримали задачу (26.4), (26.5), розв’язок

якої подається сплайном (26.6), перша координата котрого й дає

розв’язок задачi (27.13), (27.14):

y(x) =
(
5 + 1

12
cos 2x

)
Θ0(x)+

+
(
−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24

)
Θ1(x).

N

Приклад 27.2. Знайдемо розв’язок крайової задачi
(

N−1∑

k=0

λk(x)Θk(x) t
′

)′

=
N−1∑

k=0

rk(x)Θk(x) +
N−1∑

k=1

skδ(x−xk), (27.17)

t(x0) = t0, t(xN) = tN , (27.18)

де t(x) — невiдома функцiя, Θk(x) — характеристична функцiя

промiжка Ik = [xk, xk+1)
1), λk, rk ∈ C[xk, xk+1), sk ∈ R .

1) ΘN−1(x) — характеристична функцiя вiдрiзка [xN−1, xN ].
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H Задача (27.17), (27.18) є математичною моделлю розподi-

лу одновимiрного стацiонарного температурного поля в багато-

шаровiй нескiнченнiй плитi з кусково-змiнним коефiцiєнтом те-

плопровiдностi за наявностi неперервно розподiлених i точкових

джерел тепла. Вiдтак λk(x) — коефiцiєнт теплопровiдностi на

промiжку [xk, xk+1) , rk(x) — функцiя розподiлу джерела тепла

на [xk, xk+1) , sk — iнтенсивностi точкових джерел тепла. Кра-

йовi умови означають, що на зовнiшнiй поверхнi плити задано

температурний режим.

Квазiпохiдна в цьому випадку визначається виразом

t[1](x) =
N−1∑

k=0

λk(x)Θk(x) · t′(x).

За допомогою вектора Y =
(
t, t[1]

)
⊤

задачу (27.17), (27.18) запи-

шемо у матричнiй формi

Y ′ −



0

N−1∑

k=0

Θk(x)

λk(x)

0 0


Y =




0
N−1∑

k=0

rk(x)Θk(x)


 +




0
N−1∑

k=1

skδ(x−xk)


,

(27.19)
(
1 0

0 0

)
Y (x0) +

(
0 0

1 0

)
Y (xN) =

(
t0

tN

)
. (27.20)

Остання задача є задачею вигляду (22.1), (26.1), якщо позначити

Ak(x) =

(
0 1

λk(x)

0 0

)
, Ck =

(
0 0

0 0

)
, Rk(x) =

(
0

rk(x)

)
, Sk =

(
0

sk

)
,

P =

(
1 0

0 0

)
, Q =

(
0 0

1 0

)
, U =

(
t0

tN

)
.

Визначальною для диференцiальної системи (27.19) є система
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Y ′ =



0

N−1∑
k=0

Θk(x)

λk(x)

0 0


Y.

Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що фундамен-

тальна матриця B̃k(x, s) цiєї системи на промiжку Ik , тобто фун-

даментальна матриця системи

Y ′
k =

(
0 1

λk(x)

0 0

)
Yk, k = 0, N−1,

має вигляд

B̃k(x, s) =

(
1 bk(x, s)

0 1

)
, (27.21)

де для зручностi запису позначено

bk(x, s) =

x∫

s

dτ

λk(τ )
.

Одразу вiдзначимо, що добуток матриць вигляду (27.21) є матри-

цею такого ж вигляду:

B̃k · B̃l =

(
1 bk+bl

0 1

)
. (27.22)

Тодi фундаментальна матриця B(x, x0) системи (27.19) будуєть-

ся за формулами (23.3), (23.4), причому згiдно зауваження 23.3

BN(xN , x0) = BN−1(xN−0, x0),

а на пiдставi (23.1) маємо bk(x− 0, s) = bk(x, s).

Далi, враховуючи формулу (23.10), вигляд матриць P , Q , Ck ,

B̃k(x, s), а також властивiсть (27.22), обчислимо

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
= det

[
P +QBN−1(xN−0, x0)

]
=
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= det

[(
1 0

0 0

)
+

(
0 0

1 0

)
N−1∏

i=0

(
1 bN−i−1(xN−i, xN−i−1)

0 1

)]
=

= det



(
1 0

0 0

)
+

(
0 0

1 0

)

1

N−1∑
i=0

bN−i−1(xN−i, xN−i−1)

0 1





 =

=

∣∣∣∣∣∣∣

1 0

1
N−1∑
i=0

bi(xi+1, xi)

∣∣∣∣∣∣∣
=

N−1∑

i=0

xi+1∫

xi

dτ

λi(τ )
.

Отже,

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
=

N−1∑

i=0

xi+1∫

xi

dτ

λi(τ )
. (27.23)

Вiдтак на пiдставi теореми 26.1 за умови

N−1∑

i=0

xi+1−0∫

xi

dτ

λi(τ )
6= 0

iснує єдиний розв’язок крайової задачi (27.19), (27.20), який зо-

бражається у виглядi (24.1), тобто

Y (x)=
N−1∑

k=0

{
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x). (27.24)

Найперше обчислимо iнтеграл у правiй частинi (27.24):

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds =

x∫

xk

(
1 bk(x, s)

0 1

)(
0

rk(s)

)
ds =

(
Ik(x)

I [1]
k (x)

)
, (27.25)

де для зручностi запису позначено

Ik(x) =

x∫

xk

bk(x, s)rk(s)ds, I [1]
k (x) =

x∫

xk

rk(s)ds.
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Тепер, враховуючи (27.25), знайдемо Zj, j≥ 1, згiдно (24.2):

Zj = C̃j

xj∫

xj−1

B̃j−1(xj, s)Rj−1(s)ds + Sj =

=

(
1 0

0 1

)(
Ij−1(xj)

I [1]
j−1(xj)

)
+

(
0

sj

)
=

(
Ij−1(xj)

I [1]
j−1(xj) + sj

)
. (27.26)

Використовуючи мультиплiкативне представлення (23.11),

властивiсть (27.22) i вигляд (27.26) вектоiв Zj, обчислимо тепер

суму
k∑

j=1
Bk(x, xj)Zj для k = 1, N − 1 :

k∑

j=1

Bk(x, xj)Zj =
k∑

j=1

B̃k(x, xk)
k−j−1∏

i=0

C̃k−iB̃k−i−1(xk−i, xk−i−1)Zj =

=
k∑

j=1

(
1 bk(x, xk)

0 1

)

1

k−j−1∑
i=0

bk−i−1(xk−i, xk−i−1)

0 1



(

Ij−1(xj)

I [1]
j−1(xj) + sj

)
=

=
k∑

j=1



Ij−1(xj) +

[
I [1]
j−1(xj) + sj

][
bk(x, xk) +

k−1∑
i=j
bi(xi+1, xi)

]

I [1]
j−1(xj) + sj


.

Нарештi, знайдемо початковий вектор Z0=Y0 за форму-

лою (26.3), взявши до уваги (27.23) i щойно отримане зображення

для
k∑

j=1
Bk(x, xj)Zj :

Z0=
[
P +QBN(xN , x0)

]−1
[
U−QZN−Q

N−1∑

j=1

BN−1(xN − 0, xj)Zj

]
=

=



1 0

1
N−1∑
i=0

bi(xi+1, xi)




−1 [(
t0

tN

)
−
(

0

IN−1(xN)

)
−
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−
N−1∑

j=1




0

Ij−1(xj) +
[
I [1]
j−1(xj) + sj

] N−1∑
i=j
bi(xi+1, xi)





.

Пiсля нескладних перетворень, пов’язаних з обчисленням обер-

неної матрицi i матричного добутку, маємо

Z0 =




t0

tN−t0−
N∑
j=1

Ij−1(xj−0)−
N−1∑
j=1

(
I [1]
j−1(xj−0)+sj

)N−1∑
i=j

bi(xi+1−0,xi)

N−1∑
i=0

bi(xi+1−0,xi)


. (27.27)

Пiдставивши вирази (27.25)–(27.27) у формулу (27.24) i спро-

стивши, отримаємо остаточний розв’язок крайової задачi (27.19),

(27.20), перша координата якого є розв’язком y(x) крайової за-

дачi (27.17), (27.18), а друга – його квазiпохiдною. N

§ 28. Частково виродженi квазiдиференцiальнi рiвняння

Розглянемо один спецiальний клас квазiдиференцiальних рiвнянь.

ОЗНАЧЕННЯ 28.1. Частково виродженим квазiдиференцiальним

рiвнянням назвемо рiвняння вигляду (27.1)
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (28.1)

з такими припущеннями стосовно коефiцiєнтiв i правої частини:

1) aij(x) =
N−1∑
k=0

akijΘk(x), a
k
ij ∈ R, i = 0, n, j = 0,m, i·j = 0;

2) aij(x) =
N∑
k=1

akijδ(x−xk), a
k
ij ∈ R, i = 1, n, j = 1,m;
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3) fr(x) =
N∑
k=1

f k
r δk(x), f

k
r ∈ R, r = 0,m− 1.

Очевидно, частково вироджене КДР вказаним вище способом

зводиться до узагальненої диференцiальної системи з кусково-

сталими коефiцiєнтами

Y ′(x)−
(

N−1∑

k=0

AkΘk +
N∑

k=1

Ckδk(x)

)
Y (x) =

N∑

k=1

Skδk(x), (28.2)

де матрицi Ak, Ck та вектори Sk визначаються вiдповiдно фор-

мулами (27.4)–(27.7) та (27.3) з врахуванням рiвностей

ãkij(x) =




akij, i·j = 0;

0, i·j 6= 0,
f̃ k
r (x) = 0.

За теоремою 24.1 розв’язок системи (28.2), що задовольняє

початкову умову Y (x0) = Y0 , має вигляд

Y (x) =





N−1∑
k=0

(
Bk(x, x0)Y0 +

k∑
j=1

Bk(x, xj)Sj

)
Θk(x), x∈ [x0, xN),

BN(xN , x0)Y0 +
N∑
j=1

BN(xN , xj)Sj, x = xN ,

зокрема вiдповiдно до зауваження 24.2 в разi, якщо x=xN /∈ω∗,

розв’язок для x∈ [x0, xN ] матиме вигляд

Y (x)=
N−1∑

k=0

(
Bk(x, x0)Y0 +

k∑

j=1

Bk(x, xj)Sj

)
Θk(x), (28.3)

де ΘN−1(x) — характеристична функцiя вiдрiзка [xN−1, xN ].

Тодi розв’язок вiдповiдного частково виродженого КДР з

початковою умовою

y[ν](x0) = yν0 , ν = 0, q − 1,

зображається у формi
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y(x)=





N−1∑

k=0

( q−1∑

i=0

K
{i}
k (x, x0)y

[q−i−1]
0 +

k∑

j=1

m+1∑

i=0

K
{i}
k (x, xj)f

j
i

)
Θk(x),

x ∈ [x0, xN),
q−1∑

i=0

K
{i}
k (x, x0)y

[q−i−1]
0 +

k∑

j=1

m+1∑

i=0

K
{i}
k (x, xj)f

j
i , x = xN .

де K{i}
k (x, xj) — i -та квазiпохiдна (в сенсi спряженого рiвняння)

функцiї Кошi цього частково виродженого КДР для x ∈ Ik .

Приклад 28.2. На вiдрiзку [0, π] знайдемо розв’язок початко-

вої задачi для частково виродженого КДР

y′′+
[
1+ 1

6
δ
(
x− π

4

)
+ 1

8
δ
(
x− π

2

)]
y = δ

(
x− π

4

)
+2δ

(
x− π

2

)
, (28.4)

y(0) = 0, y′(0) = 1. (28.5)

H Для частково виродженого КДР (28.4) множина носiїв

узагальнених коефiцiєнтiв ω∗=
{
x1 =

π
4
, x2 =

π
2

}
, а квазiпохiдна

функцiї y(x) збiгається зi звичайною похiдною: y[1](x) = y′(x).

Задача (28.4), (28.5) еквiвалентна початковiй задачi

Y ′ −
(

0 1

−
[
1 + 1

6
δ
(
x− π

4

)
+ 1

8
δ
(
x− π

2

)]
0

)
Y =

=

(
0

δ
(
x− π

4

)
+ 2δ

(
x− π

2

)
)
, (28.6)

Y0 =

(
0

1

)
, (28.7)

котра є задачею вигляду (22.1), (22.2), де Y = (y, y′)
⊤

,

A0 = A1 = A2 =

(
0 1

−1 0

)
, C1=

(
0 0

−1
6
0

)
, C2=

(
0 0

−1
8
0

)
, C3=

(
0 0

0 0

)
,
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R0 = R1 = R2 = S3 =

(
0

0

)
, S1=

(
0

1

)
, S2=

(
0

2

)
.

Диференцiальна система

Y ′ =

(
0 1

−1 0

)
Y (28.8)

є визначальною для системи (28.6).

Покажемо, як можна побудувати фундаментальну матрицю

системи (28.8), використовуючи теорему 13.5. Iз врахуванням ви-

гляду вектора Y та квазiпохiдної y[1] = y′ , маємо, що ця система

рiвносильна визначальному КДР для вихiдного рiвняння (28.4),

тобто рiвнянню y′′+y = 0. Оскiльки квазiпохiдна в сенсi вихiдно-

го рiвняння спiвпадає iз звичайною похiдною, то функцiю Кошi

K̃(x, s) цього рiвняння можна знайти класичним способом:

K̃(x, s) = sin(x−s)

Враховуючи вигляд квазiпохiдних в сенсi вихiдного i спряженого

рiвнянь, маємо

K̃ [1](x, s) =
∂K̃(x, s)

∂x
= cos(x−s),

K̃{1}(x, s) = −∂K̃(x, s)

∂s
= cos(x−s),

K̃ [1]{1}(x, s) = −∂
2K̃(x, s)

∂x∂s
= − sin(x−s),

Вiдтак за теоремою 13.5 фундаментальна матриця визначальної

системи на кожному з промiжкiв
[
0, π

4

)
,
[
π
4
, π
2

)
i [0, π] має вигляд

B̃k(x, s) =

(
cos(x−s) sin(x−s)
− sin(x−s) cos(x−s)

)
, k = 0, 1, 2. (28.9)
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Запишемо розв’язок задачi (28.6), (28.7) за формулою (28.3):

Y (x) = B0(x, 0)Y0Θ0(x) +
[
B1(x, 0)Y0 +B1

(
x, π

4

)
S1

]
Θ1(x)+

+
[
B2(x, 0)Y0 +B2

(
x, π

4

)
S1 + B2

(
x, π

2

)
S2

]
Θ2(x). (28.10)

Використовуючи вирази (23.4), (23.11) i (28.9), обчислимо необ-

хiднi значення фундаментальної матрицi:

B0(x, 0) = B̃0(x, 0) =

(
cosx sinx

− sinx cos x

)
,

B1

(
x, π

4

)
= B̃1

(
x, π

4

)
=

(
cos
(
x− π

4

)
sin
(
x− π

4

)

− sin
(
x− π

4

)
cos
(
x− π

4

)
)

=

=

(√
2
2
cosx +

√
2
2
sinx −

√
2
2
cos x +

√
2
2
sinx

√
2
2
cosx−

√
2
2
sinx

√
2
2
cosx +

√
2
2
sinx

)
,

B1(x, 0) = B̃1

(
x, π

4

)
C̃1B̃0

(
π
4
, 0
)
=

=

(
cos
(
x− π

4

)
sin
(
x− π

4

)

− sin
(
x− π

4

)
cos
(
x− π

4

)
)(

1 0

−1
6
1

)( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)
=

=

(
13
12
cosx− 1

12
sinx 1

12
cos x + 11

12
sinx

− 1
12
cosx− 13

12
sinx 11

12
cos x− 1

12
sinx

)
,

B2

(
x, π

2

)
=B̃2

(
x, π

2

)
=

(
cos
(
x− π

2

)
sin
(
x− π

2

)

− sin
(
x− π

2

)
cos
(
x− π

2

)
)
=

(
sinx − cos x

cos x sinx

)
,

B2

(
x, π

4
)=B̃2

(
x, π

2

)
C̃2B̃1

(
π
2
, π
4

)
=

(
sinx −cosx

cosx sinx

)(
1 0

−1
8
1

)( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)
=

=

(
9
√
2

16
cosx +

√
2
2
sinx −7

√
2

16
cosx +

√
2
2
sinx

√
2
2
cos x− 9

√
2

16
sinx

√
2
2
cosx + 7

√
2

16
sinx

)
,
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B2(x, 0)=B̃2

(
x, π

2

)
C̃2B̃1

(
π
2
, π
4

)
C̃1B̃0

(
π
4
, 0
)
=

=

(
sinx − cosx

cos x sinx

)(
1 0

−1
8
1

)( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)(
1 0

−1
6
1

)( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)
=

=

(
103
96

cosx− 1
12
sinx 19

96
cos x + 11

12
sinx

− 1
12
cos x− 103

96
sinx 11

12
cos x− 19

96
sinx

)
.

Пiсля пiдстановки цих матриць в (28.10) маємо розв’язок почат-

кової задачi (28.6), (28.7)

Y (x) =

(
sinx

cos x

)
Θ0(x) +

(
1−6

√
2

12
cos x + 11+6

√
2

12
sinx

11+6
√
2

12
cosx− 1−6

√
2

12
sinx

)
Θ1(x)+

+

(
−173+42

√
2

96
cos x + 11+6

√
2

12
sinx

11+6
√
2

12
cosx + 173+42

√
2

96
sinx

)
Θ2(x).

Зрозумiло, що перша координата вектора Y (x) є розв’язком по-

чаткової задачi (28.4), (28.5), тобто

y(x) = sinxΘ0(x) +
(
1−6

√
2

12
cosx + 11+6

√
2

12
sinx

)
Θ1(x)+

+
(
−173+42

√
2

96
cos x + 11+6

√
2

12
sinx

)
Θ2(x).

N
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§ 29. Виродженi квазiдиференцiальнi рiвняння

Слiдом за частково виродженими КДР розглянемо ще один спе-

цiальний клас квазiдиференцiальних рiвнянь.

ОЗНАЧЕННЯ 29.1. Виродженим квазiдиференцiальним рiвнян-

ням назвемо рiвняння вигляду

(−1)m
(
a00(x)y

(n)
)(m)

+
n∑

i=1

m∑

j=1

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (29.1)

з такими припущеннями стосовно його коефiцiєнтiв i правої ча-

стини:

1) a00(x) =
N−1∑
k=0

ãk00(x)Θk(x), a
k
00(x) ∈ C(Ik), k = 0, N−1;

2) aij(x) =
N∑
k=1

akijδ(x−xk), a
k
ij ∈ R, i = 1, n, j = 1,m ;

3) fr(x) =
N∑
k=1

f k
r δk(x), f

k
r ∈ R, r = 0,m−1 .

На основi формул (15.2) запишемо квазiпохiднi, вiдповiднi ви-

родженому КДР (29.1), iз врахуванням специфiки його коефi-

цiєнтiв:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] = a00(x)y
(n);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=1

aij(x)y
(n−i) + f ′

m−j(x), j = 1,m.
(29.2)

За допомогою цих похiдних вироджене КДР (29.1) звичайним

чином зводиться до узагальненої диференцiальної системи вигля-

ду (28.2), причому матрицi Ck i вектори Sk залишаються тими

ж, а матрицi Ak(x) мають таку структуру:
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Ak(x)=




0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 (ãk00(x))
−1

0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 −1 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 . . . 0 0 0 . . . −1

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0




Лема 29.2. Функцiя Кошi K̃(x, s) рiвняння, визначального

для КДР (29.1), має вигляд

K̃(x, s) =
N−1∑

k=0

K̃k(x, s)Θk(x), (29.3)

де

K̃k(x, s) =
(−1)m−1

(n−1)!(m−1)!

x∫

s

(x−t)n−1(t−s)m−1

ãk00(t)
dt, x ∈ Ik.

Доведення. Запишемо КДР, визначальне для (29.1) на iнтер-

валi Ik : (
ãk00(x)y

(n)
)(m)

= 0, (29.4)

Спочатку переконаємося, що функцiя K̃k(x, s) за змiнною x за-

довльняє рiвняння (29.4). Застосовуючи n разiв формулу дифе-

ренцiювання по параметру [120, с. 667], маємо
(
K̃k(x, s)

)(n)
x

=
(−1)m−1

(m−1)!

(x−s)m−1

ãk00(x)
.

Пiдставимо знайдене значення у лiву частину рiвняння (29.4),

тодi
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(
ãk00(x)

(−1)m−1

(m−1)!

(x−s)m−1

ãk00(x)

)(m)

=
(−1)m−1

(m− 1)!

(
(x−s)m−1

)(m)

≡ 0.

Отримана тотожнiсть означає, що функцiя K̃k(x, s) за змiн-

ною x задовольняє КДР (29.4).

Далi покажемо, що функцiя K̃k(x, s) задовольняє також по-

чатковi умови (13.3). Слiд наголосити, що КДР (29.4) розгля-

дається не як самостiйне рiвняння, а як визначальне для ква-

зiдиференцiального рiвняння (29.1). Саме тому квазiпохiднi для

КДР (29.4) вводяться в контекстi квазiпохiдних вiдповiдного ви-

родженого КДР, якi визначаються за формулами (29.2), а саме

для КДР (29.4) квазiпохiднi вводимо у такий спосiб:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] = a00(x)y
(n);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
, j = 1,m.

Вiдтак функцiя K(x, s) як розв’язок рiвняння (29.4) має такi

квазiпохiднi:

(
K̃k(x, s)

)[i]
x
=

(−1)m−1

(n− i− 1)!(m− 1)!

x∫

s

(x− t)n−i−1(t− s)m−1

ãk00(t)
dt,

i = 1, n− 1;

(
K̃k(x, s)

)[n]
x

= ãk00(x)
(
K̃k(x, s)

)(n)
x

(x, s) =

= ãk00(x)

(
(−1)m−1

(m−1)!

(x−s)m−1

ãk00(x)

)
=

(−1)m−1

(m− 1)!
(x−s)m−1 ;

(
K̃k(x, s)

)[n+j]

x
=

(−1)m−1+j

(m−j−1)!
(x−s)m−j−1, j = 1,m−1 ;

(
K̃k(x, s)

)[n+m−1]

≡ 1.
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Звiдси випливає, що

K̃
[i]
k (s, s) = 0, i = 0, q−1, K̃

[n+m−1]
k (s, s) = 1.

Таким чином, функцiя K̃k(x, s) згiдно означення 13.2 дiйсно є

функцiєю Кошi КДР (29.4). �

Позначимо

I ij(x, s) =
1

i!j!

x∫

s

(x−t)i(t−s)j
a00(t)

dt, i = 0, n−1, j = 0,m−1.

Тодi з теореми 13.5 i леми 29.2 випливає наступне твердження:

Лема 29.3. Фундаментальна матриця системи, що вiдпо-

вiдає однорiдному виродженому КДР (29.1), має вигляд

B̃(x, s)=




1 x−s . . . (x−s)n−1

(n−1)!
In−1,0(x,s) . . . (−1)m−1In−1,m−1(x,s)

0 1 . . . (x−s)n−2

(n−2)!
In−2,0(x,s) . . . (−1)m−1In−2,m−1(x,s)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 I00(x,s) . . . (−1)m−1I0,m−1(x,s)

0 0 . . . 0 1 . . . (−1)m−1 (x−s)m−1

(m−1)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 1




Приклад 29.4. Знайти розв’язок крайової задачi

yIV −
(
δ
(
x− 1

2

)
y′
)′
+ 2δ(x−1)y = −5δ

(
x− 1

2

)
+ 2δ′(x−1), (29.5)

y(0) = y′(0) = y′′(1) = 0, y′′′(1)− 2δ
(
1
2

)
y′(1) = 2δ(0), (29.6)

яка моделює вимушенi поперечнi коливання стрижня iз зосере-

дженими дисками i масами та з узагальненим зовнiшнiм наван-

таженням без врахування розподiленої маси.
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H Зауважимо, що для цiєї задачi множина носiїв узагальнених

коефiцiєнтiв ω∗ =
{
x1 =

1
2
, x2 = 1

}
.

Введемо квазiпохiднi функцiї y(x) у такий спосiб:

y[1](x) = y′(x), y[2](x) = y′′(x),

y[3](x) = 2δ(x−1)− y′′′(x) + 2δ
(
x− 1

2

)
y′.

Тодi крайовi умови (29.6) можна записати у виглядi

y(0) = y[1](0), y[2](1) = y[3](1) = 0. (29.7)

За допомогою вектора Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)
⊤

задачу (29.5), (29.7)

зводимо до крайової задачi

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 δ
(
x− 1

2

)
0 −1

2δ(x−1) 0 0 0



Y +




0

0

2η(x−1)

5η
(
x− 1

2

)



, (29.8)

(
E2 O2

O2 O2

)
Y (0) +

(
O2 O2

O2 E2

)
Y (1) = 0. (29.9)

Остання є задачею вигляду (22.1), (26.1) з коефiцiєнтами

A0 = A1 =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0



, C1 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0



, C2 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 0 0



,

R0 = R1 =




0

0

0

0



, S1 =




0

0

0

5



, S2 =




0

0

2

0



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i крайовими матрицями

P =

(
E2 O2

O2 O2

)
, Q =

(
O2 O2

O2 E2

)
, U =




0

0

0

0



.

Визначальною системою для (29.8) є система

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0



Y,

що еквiвалентна диференцiальному рiвнянню

yIV = 0.

Функцiя Кошi цього рiвняння згiдно леми 29.2 матиме вигляд

K̃(x, s) = −(x− s)3

6
.

На основi леми 29.3 побудуємо фундаментальну матрицю визна-

чальної системи:

B̃(x, s) =




1 x−s (x−s)2

2
−(x−s)3

6

0 1 x−s −(x−s)2

2

0 0 1 −(x−s)
0 0 0 1



.

Знайдемо початковий вектор, вiдповiдний крайовiй зада-

чi (29.8), (29.9), використовуючи теорему 26.1. Перевiримо

виконання умови (26.2). Для цього обчислимо B(1, 0) . За теоре-

мою 23.2 маємо
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B(1, 0) = C̃2B̃

(
1,
1

2

)
C̃1B̃

(
1

2
, 0

)
=

=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1







1 1−1
2

(1−1
2)

2

2
−(1−1

2)
3

6

0 1 1−1
2

−(1−1
2)

2

2

0 0 1 −
(
1−1

2

)

0 0 0 1



×

×




1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1







1 1
2
−0

(1
2−0)

2

2
−(1

2−0)
3

6

0 1 1
2
−0 −(1

2−0)
2

2

0 0 1 −
(
1
2
−0
)

0 0 0 1



=




1 9
8

9
16

− 35
192

0 3
2

5
4

− 9
16

0 1 3
2

−9
8

2 9
4

9
8

61
96



.

Перевiримо виконання умови (26.2):

P +QB(1, 0) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




+




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







1 9
8

9
16

− 35
192

0 3
2

5
4

− 9
16

0 1 3
2

−9
8

2 9
4

9
8

61
96



.

Звiдки

det
(
P +QB(1, 0)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 3
2
−9

8

2 9
4

9
8

61
96

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
71

32
6= 0.

Шукатимемо початковий вектор, вiдповiдний крайовiй задачi

(29.8), (29.9), за формулою (26.3):

Y0 = (P +QB(1, 0))−1

[
−Q

(
B2(1, 1)Z2 +B2

(
1,
1

2

)
Z1

)]
.
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За формулами (24.2) маємо Z2=S2 , Z1=S1 . Згiдно наслiд-

ку 23.5 обчислимо B2

(
1, 1

2

)
= C̃2B̃

(
1, 1

2

)
. Тодi

Y0=−




1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 3
2
−9

8

2 9
4

9
8

61
96




−1


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



×

×







0

0

2

0




+




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1







1 1−1
2

(1−1
2)

2

2
−(1−1

2)
3

6

0 1 1−1
2

−(1−1
2)

2

2

0 0 1 −
(
1−1

2

)

0 0 0 1







0

0

0

5






.

Обчислиши, отримаємо:

Y0 =




0

0

−487
213

−248
71



.

Потрiбно зауважити, що ми отримали вектор, першi двi компо-

ненти якого задовольняють крайову умову y(0) = y[1](0) = 0 . На

практицi це дає можливiсть впевнитися у правильностi розрахун-

кiв.

Записавши розв’язок задачi (29.8), (29.9) згiдно теореми 25.1

i виписавши перший рядок, отримаємо розв’язок крайової зада-

чi (29.5), (29.6).

На промiжку x ∈
[
0, 1

2

)
маємо



218 Роздiл 4. Структура розв’язкiв узагальнених КДР

Y0(x)=B̃(x, 0)Y0=




1 x−0 (x−0)2

2
−(x−0)3

6

0 1 x− 0 −(x−0)2

2

0 0 1 −(x−0)

0 0 0 1







0

0

−487
213

−248
71



,

зiдки

Y0(x) =




124
213
x3 − 487

426
x2

124
71
x2 − 487

213
x

248
71
x− 487

213

−248
71



.

Якщо x ∈
[
1
2
, 1
)
, то

Y1(x)=B̃

(
x,

1

2

)(
C̃1Y0

(
1

2
−0

)
+S1

)
=

=




1 x−1
2

(x−1
2)

2

2
−(x−1

2)
3

6

0 1 x−1
2

−(x−1
2)

2

2

0 0 1 −
(
x−1

2

)

0 0 0 1










1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1







124
213

·1
8
− 487

426
·1
4

124
71
·1
4
− 487

213
·1
2

248
71
·1
2
− 487

213

−248
71



+




0

0

0

5






,

звiдки в результатi обчислень отримаємо

Y1(x)=




−107
426
x3 − 35

142
x2 − 463

1704
x + 9

568

−107
142
x2 − 355

71
x− 463

1704

−107
71
x− 35

71
107
71



.

Оскiльки точка x=1 належить множинi ω∗ , то розв’язок за-

дачi (29.8), (29.9) потрiбно шукати в цiй точцi окремо. Щоб запи-

сати розв’язок крайової задачi (29.5), (29.6) для рiвняння, можна

скористатися лише властивiстю неперервностi цього розв’язку.
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Для наглядностi запишемо розв’язок крайової задачi (29.8),

(29.9) для системи в точцi x = 1 :

Y2(1)=C̃2Y1(1−0)+S2=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1







−107
426

− 35
142

− 463
1704

+ 9
568

−107
142

− 355
71

− 463
1704

−107
71

− 35
71

107
71



+




0

0

2

0



.

Отже,

Y2(1) =




−107
142

−2587
1704

0

0



.

Аналогiчно, як i для початкового вектора, на правильнiсть роз-

рахункiв вказує те, що двi останнi компоненти вектора Y2(1)

задовольняють крайову умову y[2](1) = y[3](1) = 0.

Таким чином, розв’язок вихiдної задачi (29.5), (29.6) можна

записати у виглядi

y(x) =

(
124

213
x3 − 487

426
x2

)
Θ0(x)+

+

(
−107

426
x3 − 35

142
x2 − 463

1704
x +

9

568

)
Θ1(x),

де Θ0(x),Θ1(x) — характеристичнi функцiї iнтервалiв
[
0, 1

2

)
та[

1
2
, 1
]

вiдповiдно. Зауважимо, що правий кiнець iнтервалу для

функцiї Θ1(x) можна включити, враховуючи неперервнiсть функ-

цiї y(x) в цiй точцi. N



5
НАБЛИЖЕНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНИХ

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

§ 30. Точне рекурентне спiввiдношення для узагальненого

квазiдиференцiального рiвняння другого порядку

Розглянемо початкову задачу

(a00(x)y
′)
′
+ (a10(x)y)

′ − a01(x)y
′ − a11(x)y = f ′(x), (30.1)

y(x0) = y0,
(
a00y

′ + a10y
)∣∣∣

x=x0
= y10, x0 ∈ I, (30.2)

вважаючи, що коефiцiєнти КДР (30.1) задовольняють такi при-

пущення:

(I) a−1
00 (x) — обмежена i вимiрна на I функцiя;

(II) a10, a01 ∈ L2(I) ;

(III) a11(x) = α′
11(x), де функцiя α11(x) належить BV +

loc(I) i

має розриви першого роду у скiнченнiй кiлькостi точок;

(IV) f(x) ∈ BV +
loc(I) .

Введемо довiльним чином сiтку

ων=
{
xk ∈ I, k = 0, ν : x0<x1< . . . < xν

}
. (30.3)
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Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що множина ω∗ но-

сiїв узагальненого коефiцiєнта a11(x) мiститься у множинi ων ,

бо iнакше до останньої можна приєднати точки з ω∗ i впорядку-

вати вузли новоутвореної сiтки за зростанням.

Побудуємо деяке триточкове рекурентне спiввiдношення (три-

членну рекурентну формулу) для початкової задачi (30.1), (30.2):

αku(xk+1) + βku(xk) + γku(xk−1) = ηk, k = 1, ν−1, (30.4)

u(x0) = ϕ, u(x1) = ψ, (30.5)

де αk, βk, γk, ηk — деякi фунукцiонали на просторi BV +
loc(I) , а

ϕ, ψ — деякi сiтковi1) функцiї.

ОЗНАЧЕННЯ 30.1. Точним рекурентним спiввiдношенням (ТРС),

або еквiвалентною рекурентною формулою , для початкової зада-

чi (30.1), (30.2) називаємо спiввiдношення вигляду (30.4), (30.5),

для яких справджуються умови:

1) αk, βk, γk, ηk — функцiонали вiд коефiцiєнтiв рiвнян-

ня (30.1), причому ηk — лiнiйний вiдносно f(x) функ-

цiонал;

2) u(x) = y(x), x ∈ ων , де y(x) — розв’язок початкової зада-

чi (30.1), (30.2), а u(x) — розв’язок задачi (30.4), (30.5).

Подамо функцiю α11(x) ∈ BV +
loc(I) у виглядi суми неперервної

αc
11(x) та дискретної αd

11(x) =
∑
y6x

∆α11(y) , y ∈ ω∗ складових,

тобто α11(x) = αc
11(x) + αd

11(x).

Через K̃(x, s) позначимо функцiю Кошi КДР

(a00(x)y
′)
′
+ (a10(x)y)

′ − a01y
′ − (αc

11)
′
y = 0, (30.6)

1) Сiтковою функцiєю називають функцiю, визначену у вузлах сiтки [118,
c. 67].
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визначального для рiвняння (30.1). Позначимо

Mk =




∆α11(xk), xk ∈ ω∗;

0, xk ∈ ων\ω∗.
(30.7)

Виберемо будь-якi три послiдовнi вузли xk−1<xk<xk+1 сiт-

ки ων . При цьому, як було обумовлено вище, на iнтерва-

лi (xk−1, xk+1) немає розривiв функцiї α11(x) , окрiм хiба що

точки xk .

Теорема 30.2. За умов (I)–(IV) точне рекурентне спiввiдно-

шення для початкової задачi (30.1), (30.2) має вигляд

1

K̃k+1,k

uk+1 −
(
Mk +

K̃
{1}
k+1,k

K̃k+1,k

+
K̃

[1]
k,k−1

K̃k,k−1

)
uk+

+

(
K̃

[1]
k,k−1K̃

{1}
k,k−1

K̃k,k−1

− K̃
[1]{1}
k,k−1

)
uk−1 =

=
1

K̃k+1,k

Ik,k+1 −
K̃

[1]
k,k−1

K̃k,k−1

Ik−1,k + I [1]
k−1,k, k = 1, ν−1, (30.8)

u0 = y0, u1 = K̃
{1}
1,0 y0 + K̃1,0y

1
0 + I0,1, (30.9)

де

uk = u(xk),

K̃
[i]{j}
k,k−1 = K̃ [i]{j}(xk−0, xk−1), i, j ∈ {0, 1}, (30.10)

I [i]
k−1,k =

xk∫

xk−1

K̃ [i](xk−0, t)df(t), i ∈ {0, 1}. (30.11)

Доведення. За допомогою вектора Y =
(
y, y[1]

)
⊤

, де квазiпо-

хiдна y[1] = a00(x)y
′ + a10(x)y , початкова задача (30.1), (30.2)
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зводиться до задачi вигляду (7.8), (7.9):

Y ′=

(
−a−1

00(x)a10(x) a−1
00(x)

a11(x)−a01(x)a−1
00(x)a10(x) a01(x)a

−1
00(x)

)
Y+

(
0

f ′(x)

)
, (30.12)

Y (x0) =
(
y0, y

1
0

)⊤
.

Нехай B(x, s) — фундаментальна матриця однорiдної (f(x)≡ 0)

диференцiальної системи (30.12). Тодi справджується формула

Кошi (8.2), поклавши в якiй x=xk , s=xk−1 , отримаємо

Y (xk) = B(xk, xk−1)Y (xk−1) +

xk∫

xk−1

B(xk, s)dF (s). (30.13)

За властивiстю (d) фундаментальної матрицi (див. теор. 3.2):

B(xk, xk−1) =
[
E +∆C(xk)

]
B(xk−0, xk−1) =

=

(
1 0

Mk 1

)
B̃(xk−0, xk−1), (30.14)

де B̃(x, s) — фундаментальна матриця визначальної для (30.12)

системи, тобто системи, еквiвалентної рiвнянню (30.6). Якщо

врахувати структуру (13.7) цiєї матрицi, то в позначеннях (30.10)

рiвнiсть (30.14) запишеться у виглядi

B(xk, xk−1)=

(
K̃

{1}
k,k−1 K̃k,k−1

K̃
{1}[1]
k,k−1+MkK̃

{1}
k,k−1 K̃

[1]
k,k−1+MkK̃k,k−1

)
. (30.15)

Нехай yk = y(xk) . Пiдставляючи (30.15) у формулу (30.13) i

записуючи останню покоординатно, отримаємо, врахувавши по-

значення (30.11), рекурентнi спiввiдношення

yk = K̃
{1}
k,k−1yk−1 + K̃k,k−1y

[1]
k−1 + Ik−1,k, (30.16)
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y
[1]
k =

(
K̃

{1}[1]
k,k−1+MkK̃

{1}
k,k−1

)
yk−1+

(
K̃

[1]
k,k−1+MkK̃k,k−1

)
y
[1]
k−1+

+ I [1]
k−1,k +MkIk−1,k (30.17)

для k = 1, ν . Зi спiввiдношення (30.16) знаходимо

y
[1]
k−1 =

yk − K̃
{1}
k,k−1yk−1 − Ik−1,k

K̃k,k−1

, k = 1, ν. (30.18)

Далi, замiнюючи k на k + 1 , маємо також

y
[1]
k =

yk+1 − K̃
{1}
k+1,kyk − Ik,k+1

K̃k+1,k

, k = 0, ν−1. (30.19)

В результатi пiдстановки виразiв (30.18) i (30.19) у рiв-

нiсть (30.17), отримаємо для k = 1, ν − 1 спiввiдношення

yk+1 − K̃
{1}
k+1,kyk − Ik,k+1

K̃k+1,k

=
(
K̃

{1}[1]
k,k−1 +MkK̃

{1}
k,k−1

)
yk−1+

+
(
K̃

[1]
k,k−1+MkK̃k,k−1

)yk − K̃
{1}
k,k−1yk−1−Ik−1,k

K̃k,k−1

+I [1]
k−1,k+MkIk−1,k.

В позначеннях

uk = yk, αk =
1

K̃k+1,k

, βk = −Mk −
K̃

{1}
k+1,k

K̃k+1,k

− K̃
[1]
k,k−1

K̃k,k−1

,

γk =
K̃

[1]
k,k−1K̃

{1}
k,k−1

K̃k,k−1

− K̃
[1]{1}
k,k−1, ηk =

Ik,k+1

K̃k+1,k

− K̃
[1]
k,k−1

K̃k,k−1

Ik−1,k + I [1]
k−1,k

маємо триточкове рекурентне спiввiдношення вигляду (30.4). По-

заяк функцiя Кошi K̃(x, s) залежить вiд коефiцiєнтiв рiвнян-

ня (30.1), то αk, βk, γk, ηk — функцiонали вiд цих коефiцiєнтiв,

причому ηk залежить лiнiйно вiд функцiї f(x) . Початковi умови

(30.9) легко отримати, якщо врахувати початковi умови (30.2) i

спiввiдношення (30.16). Вiдтак на пiдставi означення 30.1 отри-
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мане рекурентне спiввiдношення є точним для задачi (30.1),

(30.2), що й треба було довести. �

Наслiдок 30.3. ТРС для однорiдної (f(x) ≡ 0) початкової

задачi (30.1), (30.2) має вигляд

1

K̃k+1,k

uk+1 −
(
Mk +

K̃
{1}
k+1,k

K̃k+1,k

+
K̃

[1]
k+1,k

K̃k,k−1

)
uk+

+

(
K̃

[1]
k,k−1K̃

{1}
k,k−1

K̃k,k−1

− K̃
[1]{1}
k,k−1

)
uk−1 = 0, k = 1, ν−1, (30.20)

u0 = y0, u1 = K̃
{1}
1,0 y0 + K̃1,0y

1
0. (30.21)

ЗАУВАЖЕННЯ 30.4. Якщо (30.1) є КДР iз кусково-неперерв-

ними коефiцiєнтами i δ -особливостями (див. §27), тобто має

вигляд (27.1) при n = m = 1 , то у виразах (30.10), (30.11)

K̃ [i]{j}(xk−0, xk−1) = K̃
[i]{j}
k−1 (xk, xk−1), де K̃k−1(xk, xk−1) — функ-

цiя Кошi визначального для (30.1) КДР на iнтервалi [xk−1, xk), а

K̃
[i]{j}
k−1 (xk, xk−1) — її мiшанi квазiпохiднi.

ЗАУВАЖЕННЯ 30.5. Позаяк uk =u(xk) = y(xk) = yk , то всюди

далi в ТРС будемо писати yk замiсть uk , бо це, фактично, i

є значення розв’язку вихiдної початкової задачi в точцi xk .

Приклад 30.6. Побудуємо ТРС для таких задач:

y′′+
N∑

j=1

cjδ(x−x∗
j)y = c0e

x, y(a) = 0, y′(a) = 1; (30.22)

(√
1+xy′

)′
+

N∑

j=1

cjδ(x−x∗
j)y = 0, y(a) = 1, y′(a) = 0, (30.23)

де N ∈ N , cj ∈ R, j = 1, N , x∗
j ∈ (a, b] , a > −1 , c0 ∈ R .



226 Роздiл 5. Наближене розв’язування узагальнених КДР

H Введемо сiтку ων = {xk ∈ [a, b] : a=x0<x1< . . . < xν = b}
так, щоб x∗

j ∈ ων. Виберемо будь-якi три послiдовнi вузли сiтки

xk−1 < xk < xk+1 i побудуємо ТРС вигляду (30.8), (30.9).

Для обох початкових задач за формулою (30.7) знаходимо

Mk =




−cj, xk = x∗

j ;

0, xk 6= x∗
j ,

k = 0, ν, j = 1, N. (30.24)

Спершу для задачi (30.22) обчислимо функцiю Кошi визна-

чального рiвняння y′′ = 0 та її мiшанi квазiпохiднi. Для цього

використаємо теорему 14.1. Вiдзначимо, що для визначального

рiвняння квазiпохiдна y[1](x) спiвпадає зi звичайною похiдною

y′(x) , а ФСР утворюють функцiї ϕ1(x) =1, ϕ2(x) =x. Обчисли-

мо (квазi)вронскiан розв’язкiв

W (x) =

∣∣∣∣∣
ϕ1(x) ϕ2(x)

ϕ′
1(x) ϕ′

2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 x

0 1

∣∣∣∣∣ = 1.

Тодi за формулою (14.1) маємо

K̃(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ2(s)

ϕ1(x) ϕ2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 s

1 x

∣∣∣∣∣ = x− s

Зауважимо, що iдентичний вираз для функцiї Кошi можна отри-

мати, якщо скористатися лемою 29.2.

За тiєю ж формулою (14.1) знаходимо

K̃ [1](x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ2(s)

ϕ′
1(x) ϕ′

2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 s

0 1

∣∣∣∣∣ = 1,

K̃{1}(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(x) ϕ2(x)

ϕ′
1(s) ϕ′

2(s)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 x

0 1

∣∣∣∣∣ = 1,
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K̃ [1]{1}(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ′

1(x) ϕ′
2(x)

ϕ′
1(s) ϕ′

2(s)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
0 1

0 1

∣∣∣∣∣ = 0.

Далi за формулою (30.11) обчислюємо

Ik−1,k =

xk∫

xk−1

(xk − t) d(c0e
t) = c0

[
exk − (1 + hk)e

xk−1
]
,

Ik,k+1 = c0
[
exk+1 − (1 + hk+1)e

xk
]
,

I
[1]
k−1,k =

xk∫

xk−1

1 d(c0e
t) = c0

[
exk − exk−1

]
,

де hk = xk − xk−1, k = 1, ν .

Початковi значення y0, y1 для ТРС знаходимо, скориставшись

формулами (30.21):

y0 = y(a) = 0; y1 = K̃{1}(x1, a)y(a) + K̃(x1, a)y
′(a) = x1 − a.

Вiдтак ТРС (30.8), (30.9) для задачi (30.22) набуде вигляду

yk+1 −
[
Mkhk+1 +

hk+1+ hk

hk

]
yk +

hk+1

hk

yk−1 =

= c0

[
exk+1 − hk+1+hk

hk

exk +
hk+1

hk

exk−1

]
, k=1, ν−1,

y0 = 0, y1 = x1 − a.

Якщо носiї узагальненого коефiцiєнта КДР в задачi (30.22)

розмiщенi так, що на вiдрiзку [a, b] вдається ввести рiвномiрну

сiтку ων = {xk = kh, k=0, ν} з кроком h = xk −xk−1 =
b−a
ν

, то

в такому разi h1 = h2 = . . . = hν = h i ТРС матиме вигляд

yk+1 − (2 +Mkh)yk + yk−1 = c0
[
exk+1−2exk+exk−1

]
, (30.25)

y0 = 0, y1 = h,
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де k=1, ν−1. Зокрема, у випадку, коли ω∗ збiгається з множи-

ною внутрiшнiх вузлiв рiвномiрної сiтки ων , c0=0 , а cj рiв-

нi λh (λ ∈ R, j =1, ν) , спiввiдношення (30.25) спiвпадає зi

скiнченно-рiзницевим рiвнянням

yk+1 − (2− λh2)yk + yk−1 = 0 , k = 1, ν−1,

котре є класичною рiзницевою апроксимацiєю (другого порядку)

на триточковому шаблонi xk −h, xk, xk +h звичайного диферен-

цiального рiвняння y′′ + λy=0 [118, c. 112].

Для задачi (30.23) функцiю Кошi визначального рiвняння
(√

1 + xy′
)′

= 0 (30.26)

та її мiшанi квазiпохiднi (квазiпохiдна функцiї y(x) в сенсi

рiвняння (30.26) визначається тепер виразом y[1] =
√
1 + xy′ )

обчислюємо за аналогiєю. Пропонуємо читачевi самостiйно пере-

конатися, що

K̃(x, s) = 2
(√

1 + x−
√
1 + s

)
,

K̃ [1](x, s) = K̃{1}(x, s) = 1, K̃ [1]{1}(x, s) = 0.

З вигляду квазiпохiдної y[1](x) випливає, що для задачi (30.23)

друга початкова умова y′(a) = 0 еквiвалентна умовi y[1](a) = 0 .

Отже, ТРС (30.20), (30.21) для задачi (30.23) матиме вигляд

yk+1−
[
2Mk

(√
1+xk+1−

√
1+xk

)
+

√
1+xk+1−

√
1+xk−1√

1+xk −
√
1+xk−1

]
yk+

+

√
1+xk+1−

√
1+xk√

1+xk −
√
1+xk−1

yk−1 = 0 (k=1, ν−1), y0 = y1 = 1.

N
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Приклад 30.7. Обчислимо значення y(e) розв’язку початко-

вої задачi

(a0(x)y
′)
′
+ 2δ(x−2)y = 0, (30.27)

y(1) = 0, y′(1) = 3, (30.28)

де a0 =




1, x ∈ [1, 2);

x, x ∈ [2, e].

H Перший спосiб. Обчислимо значення y(e) , побудувавши

ТРС для задачi (30.27), (30.28). Для узагальненого КДР (30.27)

множина носiїв ω∗ = {x∗
1=2} . Побудуємо сiтку

ω2 = {x0 = 1, x1 = 2, x2 = e} .

Обчислимо функцiю Кошi визначального для (30.27) КДР
(
a0(x)y

′)′ = 0

та її мiшанi квазiпохiднi.

На початковому промiжку x ∈ [1, 2) маємо визначальне рiв-

няння y′′=0 , функцiя Кошi якого та її мiшанi квазiпохiднi знай-

денi у попередньому прикладi i мають вигляд

K̃0(x, s) = x− s, K̃
[1]
0 (x, s) = K̃

{1}
0 (x, s) = 1, K̃

[1]{1}
0 (x, s) = 0.

На промiжку [2, e] визначальне рiвняння має вигляд:

(xy′)′ = 0. (30.29)

Позаяк це рiвняння є виродженим КДР, то його функцiю Кошi

легко обчислити на пiдставi леми 29.2, використовуючи форму-

лу (29.3) при k = m = n = 1 , ãk00(x) = x :

K̃1(x, s) =

x∫

s

dt

t
= ln

x

s
.
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Якщо далi врахувати, що квазiпохiдна в сенсi вихiдного рiвнян-

ня (30.27), а вiдтак i визначального рiвняння (30.29), обчислю-

ється за формулою y[1] =xy′ , а функцiї ϕ1(x) = 1 , ϕ2(x) = lnx

утворюють ФСР рiвняння (30.29), то за формулою (14.1) можна

знайти

K̃
[1]
1 (x, s) = K̃

{1}
1 (x, s) = 1, K̃

[1]{1}
1 (x, s) = 0.

Таким чином, для довiльного s ∈ [1, e] маємо

K̃(x, s) =




x− s, x ∈ [1, 2);

ln x
s
, x ∈ [2, e],

(30.30)

K̃ [1](x, s) = K̃{1}(x, s) = 1, K̃ [1]{1}(x, s) = 0. (30.31)

Очевидно, для задачi (30.27), (30.28) друга початкова умова

y′(1) = 3 еквiвалентна умовi y[1](1) = 3 , а M1= − 2 . Тому, вра-

ховуючи зауваження 30.4, ТРС (30.20), (30.21) для цiєї задачi

матиме вигляд

1

ln e
2

y2 +

(
1− 1

ln e
2

)
y1 + y0 = 0, y0 = 0, y1 = 3,

звiдки легко обчислити y(e) = y2 = 3 ln e
2

(
1

ln e
2
− 1
)
= 3 ln 2 .

Другий спосiб. Знайдемо розв’язок задачi (30.27), (30.28), ви-

користовуючи теорему 25.1. За допомогою вектора Y =
(
y, y[1]

)
⊤

зводимо вихiдну задачу до вигляду (22.1), (22.2):

Y ′ =

(
0 Θ0(x) +

1
x
Θ1(x)

−2δ(x−2) 0

)
Y, (30.32)

Y (1) =

(
0

3

)
, (30.33)
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де Θ0(x),Θ1(x) — характеристичнi функцiї промiжкiв [1, 2) та

[2, e] вiдповiдно. Для цiєї задачi маємо

A0(x) =

(
0 1

0 0

)
, A1(x) =

(
0 1

x

0 0

)
, C1=

(
0 0

−2 0

)
, C2=

(
0 0

0 0

)
,

R0(x) = R1(x) = S1 = S2 =

(
0

0

)
.

На основi виразiв (30.30), (30.31), отриманих для функцiї Кошi

K̃(x, s) та її мiшаних квазiпохiдних, знаходимо фундаменталь-

нi матрицi визначальної для (30.32) системи Y ′ = Ak(x)Y на

кожному з промiжкiв:

B̃0(x, s) =

(
1 x− s

0 1

)
, B̃1(x, s) =

(
1 ln x

s

0 1

)

Вiдтак для знаходження розв’язку задачi (30.32), (30.33) скори-

стаємося рекурентними формулами (25.1)–(25.3).

На промiжку x ∈ [1, 2) розв’язок матиме вигляд

Y0(x) = B̃0(x, 1)Y0 =

(
1 x− 1

0 1

)(
0

3

)
=

(
3x− 3

3

)
.

При x ∈ [2, e] отримаємо

Y1(x) = B̃1(x, 2)C̃0Y0(2−0) =

=

(
1 ln x

2

0 1

)(
1 0

−2 1

)(
3 · 2− 3

3

)
=

(
3− 3 ln x

2

−3

)
,

звiдки y(e) = y1(e) = 3− 3 ln e
2
= 3 ln 2 . N
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§ 31. Точне рекурентне спiввiдношення для узагальненого

квазiдиференцiального рiвняння довiльного порядку

Розглянемо початкову задачу для КДР порядку q (= m+n) :
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x), (31.1)

y[r](x0) = yr0, r = 0, q−1, x0 ∈ I, (31.2)

де коефiцiєнти aij(x) i fk(x) задовольняють вказанi в §10 i §15

припущення (I)–(IV), а квазiпохiднi y[r](x) визначаються вираза-

ми (15.2).

Введемо сiтку ων вигляду (30.3) i побудуємо для початкової

задачi (31.1), (31.2) деяке (q+1) -точкове рекурентне спiввiдно-

шення

α0
ku(xk) +α

1
ku(xk+1) + . . .+α

q
ku(xk+q) = ηk, k=0, ν−q, (31.3)

u(x0) = ϕ0, u(x1) = ϕ1, . . . , u(xq−1) = ϕq−1, (31.4)

де αi
k, i = 0, q , ηk — деякi фунукцiонали на просторi BV +

loc(I) ,

а ϕj, j = 0, q−1, — деякi сiтковi функцiї.

ОЗНАЧЕННЯ 31.1. Спiввiдношення вигляду (31.3), (31.4) назве-

мо точним рекурентним спiввiдношенням (ТРС), або еквiвален-

тною рекурентною формулою для початкової задачi (31.1), (31.2),

якщо справджуються наступнi умови:

1) αj
k, j = 0, q , ηk — функцiонали вiд коефiцiєнтiв рiвнян-

ня (31.1);

2) u(x) = y(x), x ∈ ων , де y(x) — точний розв’язок по-

чаткової задачi (31.1), (31.2), а u(x) — розв’язок зада-

чi (31.3), (31.2).
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Введемо такi позначення:

βij
p,r = K [i−1]{q−j}(xp, xr), i, j = 1, q, xp, xr ∈ I ;

βi0
p,r =

q∑

j=k+1

xr∫

xp

K [i−1]{q−j}(x, t)dfq−j(t).
(31.5)

Теорема 31.2. Нехай справджуються умови (I)–(IV). Тодi

для початкової задачi (31.1), (31.2) iснує єдине ТРС, яке має

вигляд:

∆0
k · uk +∆1

k · uk+1 + . . . +∆q
k · uk+q = ∆q+1

k , (31.6)

y0 = y00, ys =
q∑

j=1

β1j
s0y

j−1
0 + β10

0s (s = 1, q), (31.7)

де uj = u(xj) ,

∆0
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β11
k+1,k β12

k+1,k . . . β1,q
k+1,k

β11
k+2,k β12

k+2,k . . . β1,q
k+2,k

...
... . . . ...

β11
k+q,k β12

k+q,k . . . β1,q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (31.8)

∆q+1
k = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β10
k,k+1 β12

k+1,k . . . β1q
k+1,k

β10
k,k+2 β12

k+2,k . . . β1q
k+2,k

...
... . . . ...

β10
k,k+q β12

k+q,k . . . β1q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (31.9)

а ∆i
k, i = 1, q, — взятi з протилежним знаком алгебраїчнi

доповнення до елементiв першого стовпця визначника ∆0
k .

Доведення. За допомогою вектора Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)
⊤

iз

квазiпохiдних (15.2) початкову задачу (31.1), (31.2) зведемо до

початкової задачi (7.8), (7.9), де матриця-мiра C ′(x) визначе-

на на с. 88, F ′(x) має вигляд (15.4), а Y0 =
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

.

Розв’язок останньої задачi допускає зображення у формi Кошi
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(див. (15.13) або (8.4)):

Y (x) = B(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B(x, t)dF (t).

Виберемо будь-якi q+1 послiдовних вузлiв сiтки ων :

xk < xk+1 < . . . < xk+s−1 < xk+s < . . . < xk+q.

Поклавши у формулi Кошi x = xk+s , x0 = xk , в позначеннях

Yk = Y (xk), Bk+s,k = B(xk+s, xk) отримаємо

Yk+s = Bk+s,kYk +

xk+s∫

xk

B(xk+s, t)dF (t), s = 1, q. (31.10)

Враховуючи структуру (13.7) фундаментальної матрицi, пер-

шi рiвняння систем (31.10) в позначеннях (31.5) запишемо так

(звертаємо увагу, що вектор F ′(x) має вигляд (15.4)):

yk+s =
q∑

j=1

β1j
k+s,ky

[j−1]
k + β10

k,k+s, s = 1, q. (31.11)

Утворимо визначник

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yk 1 0 . . . 0

yk+1 − β10
k,k+1 β11

k+1,k β12
k+1,k . . . β1q

k+1,k

yk+2 − β10
k,k+2 β11

k+2,k β12
k+2,k . . . β1q

k+2,k
... ... ... . . . ...

yk+q − β10
k,k+q β11

k+q,k β12
k+q,k . . . β1q

k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Домноживши j -ий стовпець цього визначника на y
[j−2]
k для

j =2, q + 1, внаслiдок (31.11) отримаємо, що перший стовпець

цього визначника є лiнiйною комбiнацiєю решти стовпцiв i, от-

же, ∆k = 0 . Звiдси випливає рiвнiсть
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yk 1 0 . . . 0

yk+1 β11
k+1,k β12

k+1,k . . . β1q
k+1,k

yk+2 β11
k+2,k β12

k+2,k . . . β1q
k+2,k

... ... ... . . . ...

yk+q β11
k+q,k β12

k+q,k . . . β1q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 . . . 0

β10
k,k+1 β11

k+1,k β12
k+1,k . . . β1q

k+1,k

β10
k,k+2 β11

k+2,k β12
k+2,k . . . β1q

k+2,k
... ... ... . . . ...

β10
k,k+q β11

k+q,k β12
k+q,k . . . β1q

k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Якщо тепер визначник злiва розкласти за елементами першого

стовпця i використати позначення (31.8)–(31.9), отримаємо реку-

рентне спiввiдношення (31.6). В позначеннях

uk =u(xk) = y(xk) = yk, k=0, ν,

αj
k = ∆j

k, ηk = ∆q+1
k , k=0, ν−q, j =0, q,

спiввiдношення (31.6) є (q+1) -точковою рекурентною формулою

вигляду (31.3). Оскiльки функцiї (31.5) залежать вiд коефiцiєнтiв

рiвняння (31.1), то визначники ∆i
k, i = 0, q+1, є функцiоналами

вiд цих коефiцiєнтiв.

Для вiдшукання явного вигляду ϕj, j =0, q−1, в умовах

(31.4) використаємо початковi умови (31.2) i рiвностi (31.11)

при k=0 . В результатi отримаємо формули (31.7). Таким чином,

на пiдставi означення 31.1 отримане рекурентне спiввiдношення

(єдинiсть якого випливає з побудови) є точним для задачi (31.1),

(31.2), що й треба було довести. �

Наслiдок 31.3. ТРС для однорiдної (fr(x) ≡ 0, r = 0,m−1)

початкової задачi (31.1), (31.2) має вигляд

∆0
kyk +∆1

kyk+1 + . . . +∆q
kyk+q = 0, k=0, ν−q. (31.12)

y0 = y00, ys =
q∑

j=1

β1j
s0y

j−1
0 , s = 1, q. (31.13)
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На завершення зауважимо, що k -точковi рекурентнi спiввiдно-

шення для узагальнених КДР є аналогами рiзницевих схем2) для

звичайних диференцiальних рiвнянь. Однак, якщо в класичнiй

теорiї рiзницевi схеми для звичайних диференцiальних рiвнянь

будуються шляхом замiни коефiцiєнтiв рiвняння, невiдомої функ-

цiї та її похiдних як функцiй неперервного аргумента x значення-

ми цих3) функцiй у вузлах сiтки, то у випадку узагальнених КДР

такий пiдхiд до побудови рекурентних спiввiдношень принципово

неможливий з тiєї причини, що узагальненi функцiї, взагалi ка-

жучи, не мають значень в окремих точках [16, c. 25], [2, c. 46].

Приклад 31.4. В якостi iлюстративного прикладу побудуємо

ТРС для звичайного диференцiального рiвняння

yIV − 5y′′ + 4y = 0, x > 0. (31.14)

з початковими умовами

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1. (31.15)

H Поглянемо на рiвняння (31.14) як на КДР

(y′′)′′ − (5y′)′ + 4y = 0

i введемо квазiпохiднi за формулами (10.3):

y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] = −y′′′ + 5y′. (31.16)

Фундаментальну систему розв’язкiв диференцiального рiвнян-

ня (31.14) утворюють функцiї

2) Рiзницевою схемою називають сукупнiсть рiзницевих рiвнянь, якi апро-
ксимують задане диференцiальне рiвняння i додатковi умови (початковi, крайовi
тощо) [118, c. 86].

3) При цьому похiднi невiдомої функцiї апроксимуються з певним порядком
значеннями самої невiдомої функцiї у вузлах сiтки.
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ϕ1(x) = ex, ϕ2(x) = e−x, ϕ3(x) = e2x, ϕ4(x) = e−2x.

Функцiю Кошi цього рiвняння та її мiшанi квазiпохiднi знайде-

мо, використовуючи формулу (14.3). Спершу обчислимо квазi-

вронскiан розв’язкiв

W (s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

es e−s e2s e−2s

es −e−s 2e2s −2e−2s

es e−s 4e2s 4e−2s

4es −4e−s 2e2s −2e−2s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −72.

Тодi для функцiї Кошi маємо формулу

K(x, s)=− 1

72

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

es e−s e2s e−2s

es −e−s 2e2s −2e−2s

es e−s 4e2s 4e−2s

ex e−x e2x e−2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
2 sh(x−s)− sh 2(x−s)

6
.

Iншi квазiпохiднi функцiї K(x, s) обчислюємо за аналогiєю:

K{1}(x, s) =
− ch(x−s) + ch 2(x−s)

3
,

K{2}(x, s) =
− sh(x−s) + 2 sh 2(x−s)

3
,

K{3}(x, s) =
4 ch(x−s)− ch 2(x−s)

3
,

K [1](x, s) =
ch(x−s)− ch 2(x−s)

3
,

K [1]{1}(x, s) =
− sh(x−s) + 2 sh 2(x−s)

3
,

K [1]{2}(x, s) =
− ch(x−s) + 4 ch 2(x−s)

3
,
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K [1]{3}(x, s) =
4 sh(x−s)− 2 sh 2(x−s)

3
,

K [2](x, s) =
sh(x−s)− 2 sh 2(x−s)

3
,

K [2]{1}(x, s) =
− ch(x−s) + 4 ch 2(x−s)

3
,

K [2]{2}(x, s) =
− sh(x−s) + 8 sh 2(x−s)

3
,

K [2]{3}(x, s) =
4 ch(x−s)− 4 ch 2(x−s)

3
,

K [3](x, s) =
4 ch(x−s)− ch 2(x−s)

3
,

K [3]{1}(x, s) =
−4 sh(x−s) + 2 sh 2(x−s)

3
,

K [3]{2}(x, s) =
−4 ch(x−s) + 4 ch 2(x−s)

3
,

K [3]{3}(x, s) =
16 sh(x−s)− 2 sh 2(x−s)

3
.

Якщо для зручностi записiв позначити t=x−s , то фунда-

ментальна матриця, що вiдповiдає диференцiальному рiвнян-

ню (31.14), матиме вигляд B(x, s) = B(x−s) = B(t) , причому

за теоремою (13.5) отримаємо

B(t) =




4 ch t−ch 2t
3

− sh t+2 sh 2t
3

− ch t+ch 2t
3

2 sh t−sh 2t
3

4 sh t−2 sh 2t
3

− ch t+4ch 2t
3

− sh t+2 sh 2t
3

ch t−ch 2t
3

4 ch t−4 ch 2t
3

− sh t+8 sh 2t
3

− ch t+4ch 2t
3

sh t−2 sh 2t
3

16 sh t−2 sh 2t
3

4 ch t+4ch 2t
3

−4 sh t+2 sh 2t
3

4 ch t−ch 2t
3



.

На пiвосi R+ побудуємо рiвномiрну сiтку

ωh = {xk = kh, k=0, 1, 2, . . .}
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i виберемо будь-якi п’ять послiдовних вузлiв

xk<xk+1<xk+2<xk+3<xk+4.

Поклавши s=xk , x=xk+i , отримаємо, що

B(xk+i, xk) = B(xk+i− xk) = B(ih), i = 1, 4.

Далi iз перших рядкiв матриць B(ih), i=1, 4, утворимо визна-

чник ∆0
k та обчислимо його, а вiдтак — i визначники ∆i

k, i=1, 4

(див. теорему 31.2). Отримаємо такi коефiцiєнти ТРС (31.12) для

диференцiального рiвняння (31.14):

∆0
k = ∆4

k =
3 chh− 2 ch 2h− 2 ch 3h + 2 ch 6h− ch 7h

72
,

∆1
k = ∆3

k =
−2 + ch h− ch 2h− ch 3h + 2 ch 4h + ch 5h

72
+

+
ch 6h− 2 ch 7h− ch 8h + ch 9h

72
,

∆2
k =

2 + 2 ch h− 4 ch 3h + ch 6h− ch 8h + 2 ch 9h− ch 10h

72
.

Подiливши обидвi частини побудованого ТРС на ∆0
k , маємо на-

ступне спiввiдношення

yk+4 − 2(ch h+ ch 2h)yk+3 + 2(1+ ch h+ ch 3h)yk+2−
− 2(ch h+ ch 2h)yk+1 + yk = 0, k = 0, 1, 2 . . . (31.17)

З початкових умов (31.15) на основi (31.13) маємо

y0 = 0, y1 = −e
h

3
+
e2h

4
+
e−2h

12
,

y2 = −e
2h

3
+
e4h

4
+
e−4h

12
, y3 = −e

3h

3
+
e6h

4
+
e−6h

12
.

(31.18)

Для контролю пропонуємо читачевi знайти значення розв’яз-

ку задачi (31.14), (31.15), наприклад, у точках x1 = 0.04 та
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x2 = 1 будь-яким з вiдомих методiв, а також за допомогою

ТРС (31.17), (31.18) (пiдказка: для цього достатньо знайти y4 ,

вибравши h1 = 0, 01 та h2 = 1 ). N

Приклад 31.5. Побудуємо ТРС для початкової задачi

yIV − 5

(
N∑

j=1

hδ(x−x∗
j)y

′
)′

+ 4
N∑

j=1

hδ(x−x∗
j)y = 0, (31.19)

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1. (31.20)

де N ∈ N , 0 6 x∗
1 < x∗

2 < . . . < x∗
N , h = x∗

j+1−x∗
j = const .

H Рiвняння (31.19) є виродженим КДР iз множиною носiїв

узагальнених коефiцiєнтiв ω∗ =
{
x∗
j , j = 1, N

}
.

Введемо квазiпохiднi згiдно формул (29.2) при n=m=2 :

y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] = −y′′′ + 5
k∑

k=1

hδ(x−xk)y
′. (31.21)

Тодi рiвняння (31.19) зведеться до диференцiальної системи пер-

шого порядку




y

y[1]

y[2]

y[3]




′

=




0 1 0 0

0 0 1 0

0
N∑
k=1

5hδ(x−xk) 0 −1

N∑
k=1

4hδ(x−xk) 0 0 0







y

y[1]

y[2]

y[3]



. (31.22)

Запишемо матрицю стрибкiв її коефiцiєнтiв

Ck =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 5h 0 0

4h 0 0 0



, k = 1, N.
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Визначальне для (31.17) диференцiальне рiвняння має вигляд

yIV = 0. (31.23)

Зауважимо, що рiвняння (31.23) потрiбно трактувати як КДР,

квазiпохiднi для якого вводяться в контекстi формул (31.21).

Обчислимо функцiю Кошi K̃(x, s) визначального рiвняння

(31.23) та її мiшанi квазiпохiднi. Для цього вкотре скористає-

мось теоремою 14.1, де фундаментальна система розв’язкiв визна-

чального рiвняння складається, очевидно, з функцiй ϕ1(x) = 1 ,

ϕ2(x) = x , ϕ3(x) = x2 , ϕ4(x) = x3 . Неважко переконатися, що

K̃(x, s) = −(x−s)3
6

, K̃{1}(x, s) = −K̃ [1](x, s) =
(x−s)2

2

K̃{2}(x, s) = K̃{1}[1](x, s) = x−s, K̃ [2](x, s) = −(x−s)
K̃{3}(x, s) = K̃{2}[1](x, s) = K̃{1}[2](x, s) = K̃ [3](x, s) = 1,

усi решта мiшанi квазiпохiднi дорiвнюють нулевi. Тодi за теоре-

мою 13.5 фундаментальна матриця, що вiдповiдає визначальному

рiвнянню (31.23), матиме вигляд

B̃(x, s) =




1 x− s (x−s)2

2
−(x−s)3

6

0 1 x− s −(x−s)2

2

0 0 1 −(x− s)

0 0 0 1




На пiвосi R+ побудуємо рiвномiрну сiтку

ωh = {xk = kh, k=0, 1, 2, . . .} ∋ x∗
j, j = 1, N,

i виберемо будь-якi п’ять послiдовних вузлiв

xk<xk+1<xk+2<xk+3<xk+4.
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На пiдставi властивостi (d) (див. теорему 3.2) для фун-

даментальної матрицi системи (31.22) справджується рiвнiсть

B(xk+1, xk) = (E + Ck)B̃(xk+1, xk) , звiдки

B(xk+1, xk) =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1+5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4



. (31.24)

Оскiльки матриця B(xk+i, xk) не залежить вiд k , то за власти-

вiстю (a) з тiєї ж теореми маємо

B(xk+i, xk) =
i−1∏

r=0

B(xk+i−r, xk+i−r−1) =
(
B(xk+1, xk)

)i
, i = 1, 4.

Обчислимо визначники ∆i
k, i = 0, 4 , скориставшись теоре-

мою 31.2:

∆0
k = ∆0

4 = −h6 − 5

3
h8 − 25

48
h10,

∆1
k = ∆3

k = 4h6 +
35

3
h8 +

39

4
h10 +

215

144
h12 − 25

72
h14,

∆2
k = −6h6 − 20h8 − 539

24
h10 − 815

72
h12 − 25

6
h14 − 125

144
h16.

Початковi умови для рекурентного спiввiдношення обчислимо на

пiдставi формул (31.13). Тодi ТРС (31.12), (31.13) для початкової

задачi (31.19), (31.20) матиме вигляд

yk+4 −
(
4 + 5h2 − 2

3
h4

)
yk+3 +

(
6 + 10h2 +

8

3
h4 +

5

3
h6

)
yk+2−

−
(
4 + 5h2 − 2

3
h4

)
yk+1 + yk = 0, k = 0, 1, . . .
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y0 = 0, y1 =
h2

2
+
h3

6
; y2 = 2h2 +

4h3

3
+

5h4

2
+

5h5

4
− h6

3
− h7

9
;

y3 =
9h2

2
+

9h3

2
+ 15h4 + 10h5 +

17h6

2
+

+
161h7

36
− 25h8

6
− 5h9

3
+

2h10

9
+

2h11

27
.

N

§ 32. Точна двоточкова рекурентна формула

Розглянемо тепер початкову задачу (7.8), (7.9). Вибравши два до-

вiльнi вузли xk < xk+1 сiтки (30.3), на основi зображення (8.4)

розв’язку початкової задачi у формi Кошi отримаємо двоточкову

рекурентну формулу вигляду (31.10):

Yk+1 = Bk+1,kYk +

xk+1∫

xk

B(xk+1, t)dF (t), k = 0, ν − 1, (32.1)

де Y0 визначається з початкової умови (7.9). Рекурентна формула

(32.1) є точною для задачi (7.8), (7.9) у тому сенсi, що обчисленi

за цiєю формулою значення Yk, k = 0, ν, спiвпадають зi зна-

ченнями точного розв’язку Y (x) початкової задачi (7.8), (7.9) у

вузлах xk, k = 0, ν, сiтки ων .

Очевидно, для однорiдної початкової задачi (7.1), (7.2) точна

двоточкова (двочленна) формула (ТДФ) має вигляд

Yk+1 = Bk+1,kYk, k=0, ν−1. (32.2)

ЗАУВАЖЕННЯ 32.1. Варто вiдзначити, що двоточкова реку-

рентна формула (32.1) є точною також для початкової зада-

чi (31.1), (31.2) (яка еквiвалентна задачi (7.8), (7.9)), причому
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у тому розумiннi, що компоненти y
[i]
k , i=0, q−1, k=0, ν, векто-

ра Yk спiвпадають зi значеннями точного розв’язку y(x) = y[0](x)

цiєї задачi та його квазiпохiдних y[i](x), i = 1, q − 1, у вузлах

сiтки x=xk ∈ ων .

Побудуємо ТДФ (32.1) для неоднорiдного частково виродже-

ного КДР (28.1) з початковими умовами

y[i](x0) = yi0, yi0 ∈ R, i = 0, q − 1, (32.3)

Оскiльки

fr(x) =
N∑

j=1

f j
rΘj(x), f j

r ∈ R, r = 0,m−1,

то вектор F ′(x) матиме вигляд

F ′(x) =
N∑

j=1

Sjδ(x−xj),

де Sj =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, f j
m−1, f

j
m−2, . . . , f

j
0

)⊤

. Тодi

Yk+1 = Bk+1,kYk +

xk+1∫

xk

B(xk+1, t) d

{ N∑

j=1

SjΘj(t)

}

i позаяк
xk+1∫

xk

B(xk+1, t) d

{ N∑

j=1

SjΘj(t)

}
= B(xk+1, xk+1)Sk+1 = Sk+1,

то ТДФ для частково виродженого КДР (28.1) з початковими

умовами (32.3) виглядатиме так:

Yk+1 = Bk+1,kYk + Sk+1, Y0 = (y10, y
2
0, . . . , y

q−1
0 )⊤.
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Наостанок, варто вiдзначити, що використання ТДФ, на вiд-

мiну вiд (q+1) -точкового ТРС, дозволяє отримувати не лише

значення розв’язку початкової задачi для узагальненого КДР у

вузлах сiтки, але й значення його (розв’язку) квазiпохiдних у

цих точках.

Приклад 32.2. Побудуємо ТДФ для початкової задачi

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5
N∑
k=1

hδ(x−xk) 0 −1

4
N∑
k=1

hδ(x−xk) 0 0 0




Y,

Y0 = (0, 0, 1,−1)⊤.

H Для обчислення Bk+1,k = B(xk+1, xk) у формулi (32.1) ско-

ристаємося виразом (31.24). Тодi

Yk+1 =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1 + 5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4



Yk, k = 0, ν − 1, (32.4)

Y0 = (0, 0, 1,−1)⊤. (32.5)

Зауважимо також, що ТДФ (32.4), (32.5) є точною i для почат-

кової задачi (31.5), (31.19) на пiдставi зауваження 32.1. N
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§ 33. Апроксимацiя розв’язкiв квазiдиференцiальних

рiвнянь

В задачах апроксимацiї i, зокрема, при наближеному розв’язу-

ваннi iнтегральних та диференцiальних рiвнянь важливу роль

вiдiграють теореми про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла

Рiмана–Стiльтьєса.

Нагадаємо деякi вiдомi результати. Як i у випадку iнтегралiв

Рiмана, справджується

Теорема 33.1 [155, c. 69]. Нехай g ∈BV [a, b] , а послiдов-

нiсть функцiй fn(x) така, що iнтеграл
b∫
a

fn(x)dg(x) iснує для

n∈N i fn(x)⇒ f(x) на [a, b] . Тодi iнтеграл
b∫
a

f(x)dg(x) теж

iснує i

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dg(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Iнший варiант теореми, що не вимагає рiвномiрної збiжностi

fn(x) на вiдрiзку [a, b] виглядає так.

Теорема 33.2 [155, c. 71]. Нехай g ∈BV [a, b] , а послiдов-

нiсть функцiй fn(x) має рiвномiрно обмежену варiацiю на

вiдрiзку [a, b] , тобто
b∨
a
(fn)6V при n∈N , i для кожного

x ∈ [a, b] границя lim
n→∞

fn(x) = f(x) . Якщо iснують iнтеграли

b∫
a

fn(x)dg(x) при n∈N та
b∫
a

f(x)dg(x) , то

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dg(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).
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Стосовно iнтеграла Рiмана–Стiльтьєса цiкавою є також iнша

постановка питання: задана послiдовнiсть функцiй gn(x) з обме-

женою варiацiєю на вiдрiзку [a, b] ; за яких умов для фiксованої

функцiї f(x) пiд знаком iнтеграла

b∫

a

f(x)dgn(x)

можливий граничний перехiд?

Тут мають мiсце наступнi теореми [48,73].

Теорема 33.3 (Перша теорема Хеллi). Нехай функцiї gn(x) з

обмеженою на вiдрiзку [a, b] варiацiєю збiгаються в кожнiй

точцi цього вiдрiзка до деякої функцiї f(x) , причому повнi ва-

рiацiї функцiй gn(x) обмеженi в сукупностi, тобто
b∨
a
(gn) 6 V

при n∈N . Тодi гранична функцiя g(x) також має обмежену

варiацiю i для довiльної неперервної функцiї f(x) справджує-

ться рiвнiсть

lim
n→∞

b∫

a

f(x)dgn(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Якщо перша теорема Хеллi встановлює умови, за яких пiд зна-

ком iнтеграла Рiмана–Стiльтьєса можливий граничний перехiд

по деякiй послiдовностi функцiй gn(x) з обмеженою варiацiєю,

то друга теорема з’ясовує, коли можна гарантувати саме iснува-

ння послiдовностi {gn(x)} , що задовольняє умови першої. Точнi-

ше кажучи, друга теорема Хеллi дозволяє обiйти питання про

збiжнiсть послiдовностi функцiй обмеженої варiацiї, опираючись

при цьому на простiшi властивостi рiвномiрної обмеженостi i рiв-

номiрно обмеженої варiацiї.
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Теорема 33.4 (Друга теорема Хеллi). Нехай на вiдрiзку [a, b]

задана нескiнченна множина функцiй G = {g(x)} . Якщо усi

функцiї множини рiвномiрно обмеженi i рiвномiрно обмеженi

їх варiацiї, тобто

|g(x)| 6 M,
b∨

a

(g) 6 V

(сталi M i V однаковi для всiх g ∈ G ), то з множини G

можна видiлити послiдовнiсть {gn(x)} , яка в кожнiй точцi

вiдрiзка [a, b] збiгається до деякої функцiї g(x) з обмеженою

варiацiєю.

Розглянемо дещо iншi варiанти першої теореми Хеллi, котрi не

вимагають неперервностi функцiї f(x) i в якiйсь мiрi є "симе-

тричними" до теорем 33.2 i 33.1.

Теорема 33.5. Нехай f ∈BV [a, b] , а послiдовнiсть функ-

цiй gn(x) така, що
b∨
a
(gn)6V при n∈N i lim

n→∞
gn(x) = g(x)

для кожного x∈ [a, b] . Тодi за умови iснування iнтегралiв
b∫
a

f(x)dgn(x) при n∈N та
b∫
a

f(x)dg(x) справджується рiв-

нiсть

lim
n→∞

b∫

a

f(x)dgn(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Доведення цiєї теореми проводиться за схемою доведення пер-

шої теореми Хеллi [48, с. 366] з використанням того факту [181],

що для довiльної функцiї f ∈ BV [a, b] iснує послiдовнiсть схiд-

частих функцiй f d
n(x) така, що lim

n→∞
‖f d

n − f d‖BV = 0 , а вiдтак

(див. с. 43) f d
n(x) ⇒ f d(x) на [a, b] , де f d(x) — дискретна скла-

дова функцiї f(x) .
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Теорема 33.6. Нехай gn∈BV [a, b] при n∈N i gn(x)⇒ g(x)

на [a, b] . Тодi для довiльної функцiї f ∈ BV [a, b] за умови

iснування iнтегралiв
b∫
a

f(x)dgn(x) при n∈N та
b∫
a

f(x)dg(x)

справджується рiвнiсть
x∫

a

f(t)dgn(t) ⇒

x∫

a

f(t)dg(t) на [a, b].

Що стосується доведення цiєї теореми, то зiшлемось на ро-

боту [153], де аналогiчний результат отриманий для iнтеграла

Курцвейля–Стiльтьєса, що є загальнiшою конструкцiєю, нiж iн-

теграл Рiмана–Стiльтьєса, i охоплює його [57].

Розглянемо можливiсть вiдшукання наближених розв’язкiв за-

дачi Кошi для узагальнених диференцiальних систем першого по-

рядку вигляду

Y ′ = C ′(x)Y + F ′(x), (33.1)

Y (a) = Y0, (33.2)

де Y (x) — невiдома p -вимiрна вектор-функцiя, C ∈BV +
p×p[a, b] ,

F ∈BV +
p [a, b] , а диференцiювання i рiвнiсть розумiються в уза-

гальненому сенсi. З цiєї причини розглядатимемо лише коректнi

системи вигляду (33.1), для яких справджуються умови

[∆C(x)]2 = 0, ∆C(x)∆F (x) = 0 ∀x ∈ [a, b], (33.3)

котрi гарантують, що при дослiдженнi таких систем не виника-

тиме проблема множення розподiлiв.

Нехай в результатi деякої апроксимацiї коефiцiєнтiв системи

(33.1) маємо наближену узагальнену диференцiальну систему

Y ′
ν = C ′

ν(x)Yν + F ′
ν(x) (33.4)
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з початковою умовою

Yν(a) = Y (x0) = Y0. (33.5)

Якщо припустити, що початкова задача (33.4), (33.5) може бу-

ти ефективно розв’язана, то природно виникає питання, за яких

умов її розв’язок "близький" до розв’язку задачi (33.1), (33.2) i в

якому сенсi розумiється ця близькiсть.

Теорема 33.7. Нехай для матриць C(x) =
(
cij(x)

)p
i,j=1

,

Cν(x) =
(
cνij(x)

)p
i,j=1

i векторiв F (x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fp(x),

)
⊤

,

Fν(x) =
(
f ν
1 (x), f

ν
2 (x), . . . , f

ν
p (x),

)
⊤

справджуються такi умови:

1) Для кожного фiксованого ν i довiльного x ∈ [a, b]

[∆Cν(x)]
2
= 0, ∆Cν(x)∆Fν(x) = 0;

2) Для кожного фiксованого ν i довiльного x ∈ [a, b]

∆Cν(x)∆C(x) = 0, ∆Cν(x)∆F (x) = 0;

3) f ν
j (x) ⇒ fj(x) на [a, b] для j = 1, p ;

4) cνij(x) ⇒ cij(x) на [a, b] для 1, j = 1, p ;

5) Для кожного фiксованого ν

b∨

a

(Cν) 6 V = const.

Тодi

Yν(x) ⇒ Y (x) на [a, b].
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Доведення. При виконаннi умов коректностi (33.3) початкова

задача (33.1), (33.2) в класi функцiй D
Cp

C (I) еквiвалентна iнте-

гральному рiвнянню (див. §7)

Y (x) = Y0 +

x∫

a

dC(t)Y (t) + F (x)− F (a), (33.6)

причому iнтеграл у правiй частинi на пiдставi зауваження 6.3 є

класичним матричним iнтегралом (насправдi, набором скалярних

iнтегралiв) Рiмана–Стiльтьєса. Перша умова теореми забезпечує

коректнiсть систем (33.4) для кожного фiксованого ν , а тому за-

дача (33.4), (33.5) в D
Cp

C (I) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

Yν(x) = Y0 +

x∫

a

dCν(t)Yν(t) + Fν(x)− Fν(a).

Розглянемо рiзницю

Y (x)− Yν(x) =

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)+

+

x∫

a

dCν(t)[Y (t)−Yν(t)] + F (x)− Fν(x) + Fν(a)− F (a),

яка, очевидно, матиме сенс (а не буде лише формальною!) за

умови iснування iнтеграла
x∫
a

dCν(t)Y (t) . Для встановлення цьо-

го факту достатньо показати, що добуток C ′
ν(x)Y (x) коректний

в узагальненому сенсi. Дiйсно, на пiдставi другої умови теореми

∆Cν(x)∆Y (x) = ∆Cν(x)
[
∆C(x)Y (x) + ∆F (x)

]
= 0.
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Перехiд до норм приводить до нерiвностi

∣∣Y (x)−Yν(x)| 6

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)

∣∣∣∣∣∣
+

+

x∫

a

∣∣dCν(t)
∣∣∣∣Y (t)−Yν(t)

∣∣ +
∣∣F (x)−Fν(x)

∣∣+

+
∣∣F (a)−Fν(a)

∣∣. (33.7)

Iз третьої умови теореми випливає, що для довiльного ε > 0

знайдеться таке натуральне число N1(ε) , що для всiх ν >N1(ε)

i довiльного x ∈ [a, b] виконуються нерiвностi
∣∣fj(x)−f ν

j (x)
∣∣ < ε

3p
, j = 1, p.

Тодi, враховуючи вигляд норми вектора, отримаємо

∣∣F (x)−Fν(x)
∣∣ =

p∑

j=1

∣∣fj(x)−f ν
j (x)

∣∣ < p · ε1
3p

=
ε

3
. (33.8)

За аналогiєю маємо
∣∣F (a)−Fν(a)

∣∣ < ε

3
. (33.9)

Оцiнимо перший доданок в нерiвностi (33.7):
∣∣∣∣∣∣

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)

∣∣∣∣∣∣
=

p∑

i=1

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

p∑

j=1

yj(t)dcij(t)−

−
x∫

a

p∑

j=1

yj(t)dc
ν
ij(t)

∣∣∣∣∣∣
≤

p∑

i=1

p∑

j=1

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

yj(t)dcij(t)−
x∫

a

yj(t)dc
ν
ij(t)

∣∣∣∣∣∣
.

На основi теореми 33.6 для довiльного ε > 0 знайдеться та-

ке натуральне число N2(ε) , що для всiх ν >N2(ε) i довiльного
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x∈ [a, b] справджуються нерiвностi
∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

d[cij(t)− cνij(t)]yj(t)

∣∣∣∣∣∣
≤ ε

3p2
, i, j = 1, p,

тодi ∣∣∣∣∣∣

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)

∣∣∣∣∣∣
<
ε

3
. (33.10)

Таким чином, якщо врахувати оцiнки (33.8)–(33.10) i вибрати

N(ε) = max{N1(ε), N2(ε)} , то з нерiвностi (33.7) отримаємо

|Y (x)− Yν(x)| 6 ε +

x∫

x0

|dCν(t)||Y (t)− Yν(t)|.

На пiдставi узагальненої леми Гронуолла–Беллмана (див. §2) для

ν >N(ε) i x ∈ [a, b] маємо оцiнку

|Y (x)− Yν(x)| 6 ε exp

(
x∨

a

(Cν)

)
,

звiдки згiдно п’ятої умови теореми випливає

sup
x∈[a,b]

|Y (x)− Yν(x)| 6 εeV .

Остання нерiвнiсть внаслiдок довiльностi вибору ε якраз i озна-

чає рiвномiрну збiжнiсть Yν(x) до Y (x) на [a, b] . �

Щойно отриманий результат можна використовувати i для на-

ближеного розв’язування КДР. На вiдрiзку [a, b] розглянемо по-

чаткову задачу для КДР порядку q (= m+n) :
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x),

(33.11)

y[r](a) = yr0, r = 0, q−1, (33.12)
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де коефiцiєнти aij(x) i fk(x) задовольняють вказанi в §10 i §15

припущення (I)–(IV), а квазiпохiднi y[r](x) визначаються вираза-

ми (15.2).

Нехай в результатi деякої апроксимацiї коефiцiєнтiв рiвняння

(33.11) одержане узагальнене КДР
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j(aνij(x)y
(n−i)
ν )(m−j)=

m−1∑

k=0

(−1)k+1(f ν
k )

(k+1)(x)

(33.13)

з початковими умовами

y[r]ν (a) = yr0, r = 0, q−1, (33.14)

За допомогою векторiв

Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)⊤
, Yν =

(
yν, y

[1]
ν , . . . , y

[q−1]
ν

)⊤
,

початковi задачi (33.11), (33.12) та (33.13), (33.14) можна зве-

сти до задач вигляду (33.1), (33.2) та (33.4), (33.5) вiдповiд-

но. В цьому випадку теорема 33.7 забезпечуватиме збiжнiсть не

лише розв’язку yν(x) до y(x) , але й усiх його квазiпохiдних

y[k]ν (x), k = 0, q−1, до y[k](x) .

На завершення, розглянемо два важливi на практицi способи

апроксимацiї функцiй cij, fj ∈ BV +[a, b] з теореми 33.7.

Нехай g ∈ BV +[a, b] , тодi g(x) = ϕ(x) + h(x) , де ϕ(x) —

неперервна складова функцiї g(x) , а h(x) — її функцiя стрибкiв

(дискретна складова). Виберемо довiльне розбиття ων вiдрiзка

[a, b] , тобто сiтку на [a, b] :

ων = {a = x0 < x1 < . . . < xk < xk+1 < . . . < xν = b} .
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На кожному вiдрiзку [xk, xk+1] застосуємо до ϕ(x) лiнеариза-

цiю :

ϕ(x) ≈ ϕk
ν(x) =

ϕ(xk+1)−ϕ(xk)

xk+1− xk

x + ϕ(xk), k=0, ν−1. (33.15)

Тодi на всьому вiдрiзку [a, b] функцiя ϕ(x) апроксимується

кусково-лiнiйною функцiєю:

ϕ(x) ≈ ϕν(x) =
ν−1∑

k=0

(
ϕ(xk+1)−ϕ(xk)

xk+1− xk

x + ϕ(xk)

)
. (33.16)

Таку апроксимацiю назвемо L-апроксимацiєю. Тодi

g′(x) ≈
ν−1∑

k=0

ϕ(xk+1)−ϕ(xk)

xk+1−xk

Θk(x) + h′(x). (33.17)

Отже, при такiй апроксимацiї функцiй cij(x) , fj(x) диферен-

цiальне рiвняння (33.4) буде щонайгiрше рiвнянням з кусково-

сталими коефiцiєнтами i δ -особливостями.

В рамках альтернативного способу апроксимацiї, застосуємо

до ϕ(x) дискретизацiю, тобто на кожному пiвiнтервалi [xk, xk+1)

наблизимо ϕ(x) сталою функцiєю:

ϕ(x) ≈ ϕk
ν(x) = ϕ(xk), k=0, ν−1; (33.18)

Вiдтак на всьому заданому вiдрiзку [a, b] функцiя ϕ(x) апрокси-

мується кусково-сталою (схiдчастою) функцiєю:

ϕ(x) ≈ ϕν(x) =
ν∑

k=0

ϕ(xk)Θk(x). (33.19)

(зауважимо, що для строгостi подальших записiв апроксиму-

юча функцiя продовжена праворуч вiд точки b на iнтервал

(b, xν+1) ). Таку апроксимацiю назвемо D-апроксимацiєю. То-

дi, враховуючи, що функцiя ϕν(x) в точцi xk має стрибок
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∆ϕν(xk) =ϕ(xk)−ϕ(xk−1) , отримаємо

g′(x) ≈
ν−1∑

k=1

∆ϕν(xk)δ(x−xk) + h′(x), (33.20)

Отже, в результатi такої апроксимацiї функцiй cij(x) , fj(x) ди-

ференцiальне рiвняння (33.4) буде рiвнянням лише з δ -функ-

цiями в коефiцiєнтах.

Щоправда, варто мати на увазi, що D -апроксимацiю можна

реалiзувати лише за умов [∆Cν(x)]
2
= 0, ∆Cν(x)∆Fν(x) = 0 на

[a, b] , тобто, загалом, не для всiх елементiв cij(x) , fj(x) .

У попередньому роздiлi було наведено конструктивнi форму-

ли для вiдшукання розв’язкiв узагальнених диференцiальних си-

стем вигляду (22.1), однак за умови, що вiдома фундаментальна

матриця вiдповiдної визначальної системи. Зрозумiло, що таку

матрицю не завжди вдається побудувати точним способом. Вiд-

так, застосовуючи до елементiв матриць Ak(x) описанi вище L -

i D -апроксимацiї чи, можливо, деякi iншi способи апроксимацiї

(важливим при цьому є дотримання умов теореми 33.7), можна

при вiдносно незначнiй обчислювальнiй трудомiсткостi отриму-

вати (що, власне, й проiлюстровано на конкретних прикладах в

останньому параграфi монографiї) наближенi розв’язки з потрi-

бною точнiстю.
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§ 34. Приклади побудови наближених розв’язкiв

Приклад 34.1. Для iлюстрацiї методу D -апроксимацiї побу-

дуємо наближений розв’язок звичайного диференцiального рiв-

няння зi сталими коефiцiєнтами

yIV − 5y′′ + 4y = 0 (34.1)

i початковими умовами

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1, (34.2)

та обчислимо наближене значення розв’язку цiєї задачi в точцi

x = 1 .

H Перший спосiб. Спочатку знайдемо наближено значення

y(1) розв’язку задачi Кошi (34.1), (34.2) за допомогою ТДФ,

в процесi побудови якої якраз i використаємо D -апроксимацiю

коефiцiєнтiв (точнiше, їх первiсних) диференцiального рiвняння

(34.1).

За допомогою вектора Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)
⊤

, де квазiпохiднi

введенi, як i ранiше у прикладi 31.4, — за формулами (31.16),

задача Кошi (34.1), (34.2) легко зводиться до початкової задачi

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5 0 −1

4 0 0 0



Y, (34.3)

Y (0) = (0, 0, 1,−1)⊤. (34.4)

Введемо на вiдрiзку [0, 1] рiвномiрну сiтку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}
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з кроком h=xk+1−xk =1/ν . Застосуємо до коефiцiєнтiв

C32=5 i C41=4 (точнiше, до їх первiсних c32=5x+ const i

c41 =4x+ const ) D -апроксимацiю. Тодi за формулою (33.20)

маємо

C32 ≈
ν−1∑

k=1

(5xk − 5xk−1) δ(x−xk) = 5
ν−1∑

k=1

hδ(x−xk), x ∈ [0, 1],

C41 ≈
ν−1∑

k=1

(4xk − 4xk−1) δ(x−xk) = 4
ν−1∑

k=1

hδ(x−xk), x ∈ [0, 1].

Вiдтак наближеною до диференцiальної системи (34.3) буде уза-

гальнена диференцiальна система

Y ′
ν =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5
ν−1∑
k=1

hδ(x−xk) 0 −1

4
ν−1∑
k=1

hδ(x−xk) 0 0 0




Yν. (34.5)

Початковий вектор для наближеної системи вибираємо вiдпо-

вiдно до початкової умови (34.4), тобто Yν(0) = Y (0).

Система (34.5) є системою вигляду (31.22) i, отже, для неї

справджується ТДФ (див. приклад 32.2)

Yν(xk+1) =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1 + 5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4



Yν(xk), k = 0, ν−1,

причому

Yν(0) = (0, 0, 1,−1)⊤. (34.6)

Задаючи рiзну кiлькiсть точок подiлу, знайдемо наближене значе-

ння розв’язку задачi (34.1), (34.2) в точцi x = 1 , яке буде першою
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координатою вектора Yν(xν) . Отриманi значення наведенi в 2-му

стовпцi таблицi 1.

Другий спосiб. Розв’яжемо наближено задачу (34.1), (34.2) за

допомогою ТРС.

Отриманiй в результатi застосування D -апроксимацiї узагаль-

ненiй диференцiальнiй системi (34.5) вiдповiдає вироджене КДР

yIVν − 5

(
ν∑

k=1

hδ(x− x∗
k)y

′
ν

)′

+ 4
ν∑

k=1

hδ(x− x∗
k)yν = 0, (34.7)

яке є наближеним для рiвняння (34.1).

З вигляду квазiпохiдних (31.16) i початкового вектора (34.6)

легко отримати такi початковi умови для рiвняння (34.7):

yν(0) = y′ν(0) = 0, y′′ν(0) = y′′′ν (0) = 1. (34.8)

Використовуючи результати прикладу 31.5, маємо, що ТРС для

початкової задачi (34.7), (34.8) виражається формулою (тут

ỹk = yν(xk), k = 0, ν )

ỹk+4 −
(
4 + 5h2 − 2

3
h4

)
ỹk+3 +

(
6 + 10h2 +

8

3
h4 +

5

3
h6

)
ỹk+2−

−
(
4 + 5h2 − 2

3
h4

)
ỹk+1 + ỹk = 0, k = 0, ν−4,

ỹ0 = 0, y1 =
h2

2
+
h3

6
, ỹ2 = 2h2 +

4h3

3
+

5h4

2
+

5h5

4
− h6

3
− h7

9
,

ỹ3 =
9h2

2
+
9h3

2
+15h4+10h5+

17h6

2
+
161h7

36
−25h8

6
−5h9

3
+
2h10

9
+
2h11

27
.

Результати, отриманi цим способом при рiзнiй кiлькостi точок по-

дiлу наведенi у 4-му стовпцi таблицi 1. У цiй таблицi для порiв-

няння наведенi також результати (див. 6-ий стовпець), отриманi

при розв’язаннi задачi (34.1), (34.2) класичним методом скiнчен-

них рiзниць. Крiм того, у 3-му, 5-му i 7-му стовпцях цiєї таблицi
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Таблиця 1. Наближене значення y(1) розв’язку задачi (34.1), (34.2)

ν ТДФ ε1 ТРС ε2 МСР ε3

100 0.95240307 4.495 · 10−5 0.95240307 4.495 · 10−5 0.94704780 5.40022 · 10−3

200 0.95243678 1.124 · 10−5 0.95243678 1.124 · 10−5 0.94976818 2.67984 · 10−3

400 0.95244521 2.81 · 10−6 0.95244527 2.75 · 10−6 0.95111322 1.33480 · 10−3

800 0.95244732 7.0 · 10−7 0.95244670 1.32 · 10−6 0.95178198 6.6604 · 10−4

1600 0.95244785 1.8 · 10−7 0.95244996 1.94 · 10−6 0.95212856 3.1946 · 10−4

для зручностi вказанi абсолютнi похибки ε1 , ε2 , ε3 вiдповiд-

но для точної двоточкової формули (ТДФ), точного рекурентного

спiввiдношення (ТРС) i методу скiнченних рiзниць (МСР). Вiд-

значимо, що точне значення розв’язку задачi Кошi (34.1), (34.2)

y(1) = −1

3
e +

1

4
e2 +

1

12
e−2 = 0.95244802218267.

N

Приклад 34.2. Розглянемо шарнiрно обiпертий на двох кiн-

цях x=0 i x=π стиснутий стрижень довжини l=π i змiнної

жорсткостi g(x) = c
1+sinx

(c> 0) . Для вiдшукання критичного

навантаження Pкр потрiбно розв’язати задачу на власнi значення

y′′ + p(1 + sinx)y = 0, p = P/c, (34.9)

y(0) = y(π) = 0, (34.10)

перше власне значення якої p1=Pкр/c якраз i дасть потрiбний

результат.

H Перший спосiб. Для вiдшукання наближеного розв’язку

крайової задачi (34.9), (34.10) використаємо D -апроксимацiю. На
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вiдрiзку [0, π] введемо рiвномiрну (для зручностi) сiтку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}

з кроком h = xk+1 − xk =
π
ν
.

Застосуємо до первiсної α(x) = x − cosx + const коефiцiєнта

a(x) = 1+ sinx дискретизацiю, тобто на пiвiнтервалi [xk, xk+1)

апроксимуємо її сталою функцiєю:

α(x) ≈ α(xk) = xk − cos xk + const, x ∈ [xk, xk+1).

Тодi на вiдрiзку [0, π] первiсна α(x) апроксимується схiдчастою

функцiєю вигляду (33.18):

α(x) ≈ αν(x) =
ν∑

k=0

(xk − cos xk + const)Θk(x), x ∈ [0, π].

Знайдемо стрибок функцiї αν(x) в точцi xk = kh (k = 1, ν) :

∆αν(xk) = αν(xk)−αν(xk−1) = xk − cosxk + const−
− (xk−1− cosxk−1+ const) = h− cos kh+ cos(k−1)h.

Вiдтак згiдно (33.20) маємо

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν∑

k=1

[h− cos kh+ cos(k−1)h] δ(x−xk). (34.11)

Тодi вироджене КДР

y′′ν + p
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)yν = 0,

де

αk
ν =h− cos kh+ cos(k−1)h =

π

ν
− cos

πk

ν
+ cos

π(k−1)

ν
,

(34.12)

є, очевидно, наближеним для рiвняння (34.9).
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Отримане КДР має вигляд рiвняння з прикладу 30.6 (див. за-

дачу (30.22)), в якому

c0=0, ck = pα
k
ν, x

∗
k =xk (k = 1, N, N = ν).

Тому ТРС для цього рiвняння визначається формулою (30.25),

де на пiдставi (30.24) Mk = − ck = − pαk
ν , вiдтак спiввiдношен-

ня (30.25) запишеться у виглядi (тут ỹk = yν(xk), k = 0, ν )

ỹk+1 − (2− phαk
ν)ỹk + ỹk−1 = 0, k = 1, ν−1. (34.13)

З крайової умови на лiвому кiнцi y(0) = 0 маємо ỹ0=0 . Ви-

бравши ỹ1 рiвним довiльнiй ненульовiй константi 4) (н-д, ỹ1=1 ),

iз рекурентної формули (34.13) знайдемо ỹν = yν(π) , яке, очевид-

но, залежатиме вiд p , тобто ỹν = ỹν(p) . Тодi з крайової умови

y(π) = 0 отримаємо характеристичне рiвняння ỹν(p) = 0 , коренi

якого (тобто власнi значення p ) можна знайти, н-д, методом по-

дiлу вiдрiзка навпiл.

У таблицi 2 для порiвняння наведенi результати, отриманi (при

ν =1600 ) рiзними методами: МВ — метод Вайнштейна, МФ —

метод Фiкера, МР — метод Рiтца, МD — метод D-апроксимацiї.

Другий спосiб. Для порiвняння побудуємо наближений розв’я-

зок крайової задачi (34.9), (34.10), використовуючи iнший спосiб

апроксимацiї коефiцiєнтiв — L -апроксимацiю.

Застосуємо до функцiї α(x) =x− cos x+ const лiнеаризацiю,

тобто на вiдрiзку [xk, xk+1] наблизимо її вiдрiзком прямої, що

4) Позаяк власнi функцiї визначаються з точнiстю до сталого множника.
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Таблиця 2. Власнi значення задачi (34.9), (34.10); ν =1600

p МВ МФ МР МD

p1 0.54031883 0.54031789 0.54031885 0.54031883

p2 − − − 2.37174805

p3 5.4486360 5.4477473 5.4486362 5.4486358

p4 − − − 9.762195318

p5 15.312608 15.292913 15.312608 15.3120518

проходить через точки
(
xk, α(xk)

)
i
(
xk+1, α(xk+1)

)
. Тодi на пiд-

ставi формули (33.17) маємо

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν−1∑

k=0

h− cos (k + 1)h + cos kh

h
Θk(x)

або в позначеннях (34.12)

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x). (34.14)

Тодi вихiдне рiвняння (34.9) апроксимується КДР

y′′ν + p
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)yν = 0, (34.15)

Останнє є частинним випадком рiвняння (30.1), а тому ТРС для

нього матиме вигляд (30.20)–(30.21). Для побудови функцiї Кошi

K̃ν(x, s) КДР (34.15) на промiжку [xk, xk+1) , тобто рiвняння

y′′ν + p
αk+1
ν

h
yν = 0,

скористаємось результатами прикладу 14.2. Оскiльки на вiдрiзку

[0, π] функцiя cos x монотонно спадає, то cos xk+1< cos xk . Тодi,
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враховуючи, що p > 0 , маємо

p
αk+1
ν

h
= p

h− cos (k+1)h+ cos kh

h
> 0,

тому за формулою (14.5) знаходимо

K̃ν(x, s) =

√
h

pαk+1
ν

sin

√
pαk+1

ν

h
(x−s).

Позаяк квазiпохiднi в сенсi рiвняння (34.15) i спряженого до ньо-

го рiвняння (див. §11) визначаються за формулами

y[1]ν (x) = y′ν(x), z{1}ν (s) = −z′ν(s),

то

K̃ [1]
ν (x, s) =

∂K̃ν(x, s)

∂x
= cos

√
pαk+1

ν

h
(x−s),

K̃{1}
ν (x, s) = −∂K̃ν(x, s)

∂s
= cos

√
pαk+1

ν

h
(x−s),

K̃ [1]{1}
ν (x, s) = −∂

2K̃ν(x, s)

∂x∂s
= −

√
pαk+1

ν

h
sin

√
pαk+1

ν

h
(x−s).

Тодi

K̃ν(xk+1, xk) = K̃ν(xk, xk−1) =

√
h

pαk+1
ν

sin
√
phαk+1

ν ,

K̃ [1]
ν (xk+1, xk) = K̃ [1]

ν (xk, xk−1) = cos
√
phαk+1

ν ,

K̃{1}
ν (xk+1, xk) = K̃{1}

ν (xk, xk−1) = cos
√
phαk+1

ν ,

K̃ [1]{1}
ν (xk, xk−1) = −

√
pαk+1

ν

h
sin
√
phαk+1

ν .

Пiдставивши останнi вирази у формулу (30.20) i врахувавши на

пiдставi (30.7), що Mk = 0 , пiсля спрощення отримаємо
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ỹk+1 − 2 cos
√
phαk+1

ν ỹk + ỹk−1 = 0, k = 1, ν−1,

де, як i ранiше, ỹk = yν(xk), k = 0, ν .

Далi для вiдшукання власних значень задачi (34.9), (34.10) так

само, як i в першому способi, побудуємо за допомогою аналогi-

чної процедури характеристичне рiвняння i використаємо метод

подiлу вiдрiзка навпiл.

У таблицi 3 наведено результати наближеного вiдшукання пер-

шого власного значення за допомогою L - i D -апроксимацiї (див.

таблицю 2).

Таблиця 3. Перше власне значення задачi (34.9), (34.10)

ν D-апроксимацiя L-апроксимацiя

100 0.54031183 0.54057761

200 0.54031710 0.54038353

400 0.54031842 0.54033503

800 0.54031875 0.54032290

1600 0.54031883 0.54031987

N

ЗАУВАЖЕННЯ 34.3. Задачу (34.9), (34.10) можна розв’язати та-

кож i за допомогою точної двоточкової формули, побудованої для

вiдповiдної наближеної системи, котру можна отримати шляхом

як D -, так i L -апрокисмацiї. Пропонуємо читачевi розв’язати за-

дачу цими методами самостiйно i порiвняти отриманi результати

зi значеннями, наведеними у таблицi 3.
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Наступний модельний приклад iлюструє необхiднiсть викори-

стання L -апроксимацiї.

Приклад 34.4. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь,

що описує вал в слабко деформованому станi пiд дiєю стиску i

скруту [47, c. 26]



−g(x)z′′ = Pz −My′,

−g(x)y′′ = Py +Mz′,
(34.16)

де g(x) = (1 + sinx)−1 — жорсткiсть на згин, P — стискаю-

ча сила, M — крутильний момент. Для валу довжини l=π iз

закрiпленими кiнцями крайовi умови для системи (34.16) мають

вигляд

z(0) = z(π) = 0; y(0) = y(π) = 0. (34.17)

Вiдомо, що пiд дiєю достатньо великого крутильного моменту

M вал може втрачати стiйкiсть у формi гвинтоподiбної лiнiї: зi

зростанням крутильного моменту спочатку має мiсце лише скру-

чування, а далi при певному критичному крутильному моментi

вiсь гвинтоподiбно деформується. Якщо вал до того ж зазнає

впливу з боку осьової стискаючої сили (P > 0) , то ця гвинто-

подiбна деформацiя наступає ранiше, тобто при меншiй величи-

нi крутильного моменту. Навпаки, поява розтягуючої осьової си-

ли (P < 0) збiльшує критичний момент, пiдвищуючи тим самим

стiйкiсть валу.

Використовуючи D - i L -апроксимацiю, знайдемо спiввiдноше-

ння мiж параметрами P i M , яке, власне, й слугуватиме умовою

стiйкостi валу.
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H Введемо матрицю

J =

(
0 −1

1 0

)
,

тодi крайову задачу (34.16), (34.17) можна записати у векторному

виглядi наступним чином:

Ȳ ′′ + A(x)Ȳ ′ +B(x)Ȳ = 0, (34.18)

Ȳ (0) = Ȳ (π) = 0,

де Ȳ = (z, y)⊤ , A(x) =M(1 + sinx)J , B(x) =P (1 + sinx)E2 .

Далi розглянемо матричне диференцiальне рiвняння, асоцiйоване

до рiвняння (34.18) (див. §17),

Y ′′ + A(x)Y ′ +B(x)Y = 0, (34.19)

разом з крайовими умовами

Y (0) = Y (π) = O2. (34.20)

За допомогою вектора Y = (Y, Y ′)⊤ рiвняння (34.19) зведемо

до узагальненої диференцiальної системи першого порядку

Y ′ =

(
O2 E2

−B(x) −A(x)

)
Y . (34.21)

Введемо на вiдрiзку [0, π] рiвномiрну сiтку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}

з кроком h = xk+1 − xk =
π
ν
. Щоб знайти наближений розв’язок

системи (34.21), застосуємо D -апроксимацiю до елемента B(x) .

Позаяк

B(x) =

(
P (1 + sinx) 0

0 P (1 + sinx)

)
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i P = const , то дискретизацiю застосовуємо до первiсної для

функцiї 1+ sinx . При цьому скористаємось отриманою в при-

кладi 34.2 апроксимацiєю (34.11):

1 + sinx ≈
ν∑

k=1

[h− cos kh+ cos (k−1)h]δ(x−xk).

Тодi

Bν(x) ≈



P

ν∑
k=1

αk
νδ(x−xk) 0

0 P
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)


 =

= P
ν∑

k=1

αk
νδk(x−xk)·E2, (34.22)

де αk
ν = h− cos kh + cos (k−1)h .

До елемента A(x) застосувати D -апроксимацiю не вийде, бо

при цьому матриця стрибкiв наближеної системи мала б вигляд

∆Cν(x) =

(
O2 O2

−∆Bν −∆Aν

)

i, очевидно, не задовольняла б умову коректностi (див. (17.6)):
[
∆Cν(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ [0, π].

Саме тому застосуємо до елемента A(x) L -апроксимацiю. Поза-

як

A(x) =

(
0 −M(1 + sinx)

M(1 + sinx) 0

)
,

то лiнеаризувати будемо знову первiсну функцiї 1+ sinx . Лише

тепер застосуємо отриману в прикладi 34.2 апроксимацiю (34.14):

1 + sinx ≈
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x).
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Тодi

Aν(x) ≈




0 −M
ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)

M
ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x) 0


 =

=M
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)·J. (34.23)

Використовуючи вирази (34.22) та (34.23), запишемо диферен-

цiальну систему

Y ′
ν =




O2 E2

−P
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)·E2 −M

ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)·J


Yν, (34.24)

яка, очевидно, є апроксимацiєю системи (34.21).

Нехай Bν(x, s) — фундаментальна матриця системи (34.24).

За аналогiєю до (32.2) побудуємо ТДФ

Yν(xk) = Bν(xk, xk−1)Yν(xk−1), k=1, ν. (34.25)

На пiдставi властивостi (d) фундаментальної матрицi (див. тео-

рему 3.2) i структури матрицi стрибкiв системи (34.24)

∆Cν(xk) =


 O2 O2

−Pαk
νE2 O2




маємо

Bν(xk, xk−1) = (E4 +∆Cν(xk))Bν(xk−0, xk−1) =

=


 E2 O2

−Pαk
νE2 E2


 B̃k−1

ν (xk, xk−1), (34.26)
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де B̃k−1
ν (x, s) — фундаментальна матриця визначальної системи

на промiжку [xk−1, xk) , тобто системи

Y ′
ν =

(
O2 E2

O2 −M αk
ν

h
·J

)
Yν. (34.27)

Пiдставляючи вираз (34.26) у ТДФ (34.25), отримаємо спiввiд-

ношення

Yν(xk)=

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)
B̃k−1

ν (xk, xk−1)Yν(xk−1), k=1, ν. (34.28)

Побудуємо фундаментальну матрицю B̃k−1
ν (x, s) , використову-

ючи теорему 19.4. Для цього знайдемо матрицю-функцiю Кошi

K̃k−1
ν (x, s) КДР

Y ′′
ν +M

αk
ν

h
JY ′

ν = 0, 1 6 k 6 ν, (34.29)

що еквiвалентне системi (34.27). Безпосередньою перевiркою лег-

ко переконатися, що функцiя Кошi цього КДР визначається ви-

разом

K̃k−1
ν (x, s) =

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν (x−s)
]
,

де Jk
ν =M

αk
ν

h
J , k=1, ν . Врахуємо також, що квазiпохiднi в сенсi

рiвняння (34.29) i спряженого до нього рiвняння вiдповiдно до

(17.3) та (17.13) мають вигляд

Y [1]
ν (x) = Y ′

ν(x), Z{1}
ν (s) = −Z ′

ν(s) + Jk
νZν(s).

Тодi на пiдставi теореми 19.4 фундаментальна матриця систе-

ми (34.27) має вигляд

B̃k−1
ν (x, s)=

(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν (x−s)
]

O2 e−Jk
ν (x−s)

)
,
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звiдки

B̃k−1
ν (xk, xk−1) =

(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν h
]

O2 e−Jk
ν h

)

Пiдставляючи цю матрицю у формулу (34.28), отримаємо ТДФ

для системи (34.24) (яка водночас є наближеною для системи

(34.21)):

Yν(xk)=

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−J

k
ν h
]

O2 e−Jk
ν h

)
Yν(xk−1). (34.30)

Можна показати (див., н-д, [33, c. 54]), що

e−tJ =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
,

тому

e−Jk
ν h = e−Mαk

νJ =

(
cosMαk

ν sinMαk
ν

− sinMαk
ν cosMαk

ν

)
=

= cosMαk
ν ·E2 − sinMαk

ν ·J.

Обчислимо також
(
Jk
ν

)−1
:

(
Jk
ν

)−1
=

(
0 −M αk

ν

h

M αk
ν

h
0

)−1

=


 0 h

Mαk
ν

− h
Mαk

ν
0


 = − h

Mαk
ν

J.

Якщо цi вирази пiдставити в (34.30) i виконати множення бло-

кових матриць, то ТДФ набуде вигляду

Yν(xk) =

(
E2 Gk

ν

−Pαk
ν ·E2 Hk

ν

)
Yν(xk−1), k = 1, ν, (34.31)

де

Gk
ν =

h

Mαk
ν

[
sinMαk

ν ·E2 −
(
1− cosMαk

ν

)
·J
]
,
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Hk
ν =

[
cosMαk

ν −
Ph

M
sinMαk

ν

]
E2−

−
[
sinMαk

ν −
Ph

M

(
1− cosMαk

ν

)]
J.

З крайової умови (34.20) на лiвому кiнцi випливає, що пер-

ша компонента блокового вектора Yν(0) дорiвнює O2 . Вибрав-

ши другу компоненту цього вектора рiвною довiльнiй ненульовiй

(скажiмо, одиничнiй) матрицi, так що Yν(0) = (O2, E2)
⊤, за ре-

курентною формулою (34.31) знайдемо Yν(π), яке, очевидно, за-

лежатиме вiд параметрiв P i M . Тодi з крайової умови (34.20)

на правому кiнцi отримаємо рiвняння

detY1
ν (P,M) = 0,

де Y1
ν (P,M) — перша блокова компонента вектора Yν(π;P,M) .

Це i є характеристичне рiвняння для визначення P та M .

Послiдовно задаючи значення крутильного моменту M, будемо

обчислювати значення осьової стискаючої сили P . При M =0

чи P =0 вихiдна задача значно спрощується i тому розв’язується

окремо. В таблицi 4 наведенi числовi результати, а на рис. 1 —

крива залежностi значень P вiд значень M.

Наостанок зауважимо, що у випадку, коли вал має сталий по-

перечний перерiз i вiдтак g(x) = const , задача (34.16), (34.17)

дослiджувалась у роботi [13], де отримано умову стiйкостi у ви-

глядi спiввiдношення

M 2

4g2
+
P

g
=
π2

l2
.

N
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Таблиця 4. Залежнiсть мiж параметрами P i M

M 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

P 0.540 0.539 0.536 0.530 0.522 0.512 0.499 0.484

M 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75

P 0.467 0.448 0.426 0.402 0.376 0.347 0.317 0.283

M 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.09

P 0.248 0.210 0.170 0.128 0.083 0.036 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 M

P

ut ut ut ut ut ut ut ut ut ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut

Рис. 1. Крива залежностi стискаючої сили вiд крутильного моменту



БIБЛIОҐРАФIЯ

[1] Антоневич А.Б., Радыно Я.В. Об общем методе постро-
ения алгебр обобщенных функций // Докл. АН СССР. –
1991. – Т. 318, №2. – C. 267–270. 30

[2] Антосик П., Микусинский Я., Сикорский Р. Теория обоб-
щенных функций: Пер. с англ. – М.: Мир, 1976. – 311 с.
29, 45, 67, 236

[3] Аткинсон Ф. Дискретные и непрерывные граничные зада-
чи: Пер. с англ. – М.: Мир, 1968. – 749 с. 19, 23, 24, 28,
39, 48, 51, 54, 56, 71

[4] Ахиезер Н.И. Бесконечные матрицы Якоби и проблема мо-
ментов // Успехи мат. наук. – 1941. – №9. – C. 126-–156.
15

[5] Ахиезер Н.И., Глазман И.М. Теория линейных операто-
ров в гильбертовом пространстве. – 2-е изд. – М.: Наука,
1966. – 544 с. 15, 16

[6] Ахиезер Н.И., Крейн М. Г. О некоторых вопросах теории
моментов. – Х.: ГНТИУ, 1938. – 265 с. 15

[7] Ахметов М.У., Перестюк Н.А., Тлеубергенова М.А.
Управление линейными импульсными системами // Укр.
мат. журн. – 1995. – Т. 47, №3. – С. 307–314. 27

[8] Ахметов М.У., Сеилова Р.Д. Ранговые признаки управ-
ляемости для краевой задачи линейной системы интегро-
дифференциальных уравнений с импульсным воздействи-
ем // Укр. мат. журн. – 2000. – Т. 52, №6. – С. 723–730.
27



275

[9] Ашордиа М. Т. О задачи Коши для системы обобщенных
обыкновенных дифференциальных уравнений // Тр. ин-та
прикл. матем. – Тбил. ун., 1987. – №22. – С. 5–41. 30

[10] Багмут И. Г. Разностные схемы высокого порядка точно-
сти для уравнений типа Лежандра // Вычислит. матем. и
матем. физика. – 1972. – Т.12, №3.34

[11] Балоян Н.М., Молокович Ю.М. К вопросу о разностных
схемах высокого порядка точности для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с регулярной особенностью //
Изв. ВУЗов. Математ. – 1975. – №7. – С. 10–18. 34

[12] Беллман Р. Теория устойчивости решений дифференциаль-
ных уравнений: Пер. с англ. – М.: Изд. ИЛ, 1954. – 216 с.

[13] Бицено К. Б., Граммель Р. Техническая динамика: Пер. с
нем. – Т.1. – М.: Гостехиздат, 1950. – 900 c. 272

[14] Брук В.М. О числе линейно независимых, квадратично ин-
тегрируемых решений систем дифференциальных уравне-
ний // Функц. анализ. – 1975. – 5. – С. 25–33. 19

[15] Бурханов Ш.А., Макаров В.Л. О точных и усеченных ра-
зностных схемах для обыкновенного дифференциального
уравнения четвертого порядка // Дифференц. уравнения. –
1984. – Т. 20, №9. – С. 1502–1514. 33

[16] Владимиров В.С. Обобщенные функции в математической
физике. – М.: Наука, 1979. – 320 с. 45, 67, 236

[17] Власiй О.О. Про збiжнiсть наближених розв’язкiв квазi-
диференцiальних рiвнянь // Вiсник НУ "Львiвська полiте-
хнiка": Фiз.-мат. науки. – 2005. – №540. – С. 62–64. 6, 11,
26



276 Бiблiографiя

[18] Власiй О.О., Мазуренко В. В. Крайовi задачi для системи
квазiдиференцiальних рiвнянь з розподiлами у коефiцiєн-
тах // Вiсник НУ "Львiвська полiтехнiка": Фiз.-мат. нау-
ки. – 2009. – Вип. 643. – С.73–86. 6, 11, 26

[19] Власий О.О., Мазуренко В. В., Таций Р.М. Об одном клас-
се дискретно-непрерывных краевых задач для векторных
квазидифференциальных уравнений // Актуальные пробле-
мы современного анализа: Сб. научн. Трудов. – Гродно: Гр-
ГУ им. Я. Купалы, 2009. – С.19–36. 6, 11, 26

[20] Власiй О.О., Стасюк М.Ф., Тацiй Р.М. Структура розв’яз-
кiв узагальнених систем з кусково-змiнними коефiцiєнта-
ми // Вiсник НУ "Львiвська полiтехнiка": Фiз.-мат. нау-
ки. – 2009. – №.660 – С.34–38. 6, 11

[21] Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. – 5-е изд. – М.: Физма-
тлит, 2004. – 560 с. 132

[22] Гащук П., Зорiй Л.-М. Лiнiйнi моделi дискретно-
неперервних механiчних систем. – Львiв: Укр. технол.,
1999. – 372 с. 12

[23] Глазман И. Об индексе дефекта дифференциальных опера-
торов // ДАН СССР. – 1949. – Т.64, №2. – C. 151–154.
14

[24] Глазман И.М. К теории сингулярных дифференциальных
операторов // Успехи. мат. наук. – 1950. – Т.5, №6(40). –
С. 102–135. 15

[25] Годев К.Н., Лазаров Р.Д., Макаров В.Л., Самарский А.А.
Однородные разностные схемы для одномерных задач с
обобщенными решениями // Матем. сборник. – 1986. –
Т. 131(173), №2(10). – C. 159–184. 34, 35



277

[26] Головатий Ю.Д., Манько С.С. Оператор Шредiнґера з δ′ -
потенцiалом // Доповiдi НАН України. – 2009. – №5. –
С. 16–21. 25

[27] Головатий Ю.Д., Манько С.С. Точнi моделi для операторiв
Шредiнґера з δ′ -подiбними потенцiалами // Укр. матем.
вiсник. – 2009. – Т. 6, №2. – С. 173–207. 25

[28] Голощапова Н.И., Заставный В.П., Маламуд М.М. Поло-
жительно определенные функции и спектральные свойства
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146

функцiя

− абсолютно неперервна, 42

− вагова, 19

− Дiрака, 29, 30, 38, 47, 116,

158

− Кошi, 101, 105, 142, 211

− ∼ конструкцiя, 107, 108, 149

− обмеженої варiацiї, 39

− сингулярна, 42

− стрибкiв, 42, 48

− узагальнена, 22, 45, 67

− ∼ нова, 30

− ∼ сингулярна, 47

− Хевiсайда, 29, 40

− ∼ змiщена, 38

− характеристична, 162
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